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Mas κού 


ПРЕДИСЛОВИЕ 
РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 


Метод конечных элементов, который начал интенсивно раз- 
рабатываться с середины 60-х годов, стал теперь достаточно 
эффективным способом численного решения целого ряда задач 
для уравнений в частных производных, в особенности для 
эллиптических нестационарных уравнений. Он очень удобен 
для программирования и позволяет учитывать дополнитель- 
ную информацию о решаемой задаче в тех случаях, когда 
удается получить теоретическое обоснование его примени- 
мости. | 

Многое еще предстоит сделать для совершенствования это- 
го метода и расширения сферы его применения — прежде все- 
го к нестационарным нелинейным задачам, для которых ко- 
нечно-разностный метод остается пока основным способом 
получения численных решений. Но достигнутые уже сейчас 
уровень теоретической обоснованности и широта практических 
приложений метода конечных элементов делают весьма же- 
лательным обучение будущих специалистов по прикладной 


‚математике основам этого метода. 


В нашей стране уже вышло немало книг, посвященных ме- 
тоду конечных элементов, в том числе и переводы трудов ве- 
дущих зарубежных ученых, но все это либо монографии для 
специалистов, либо учебные пособия для инженеров. Авторы 
настоящей книги предприняли одну из первых и, как нам ка- 
жется, весьма успешную попытку создать учебное руковод- 
ство для студентов, обучающихся прикладной математике, и 
практических работников вычислительных центров, не знако-. 
мых еще с этим методом. 

Прочитав книгу и, в особенности, решив хотя бы часть 
приведенных в ней задач, читатель приобретет определенные 
навыки проведения подготовительной работы, необходимой 
при решении конкретных задач методом конечных элементов, 


ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА _ 


а также получит достаточно ясное представление о теоретиче- 
ских основах метода. Немало интересного найдут в книге и 
специалисты — большой набор базисных функций, сравни- 
тельный анализ различных вариантов метода конечных’ эле- 
ментов; большое внимание авторы уделяют применению мето- 
да для решения нестационарных задач. 

Книга написана просто и ясно, на хорошем математическом 
уровне. В ней достаточно полно отражено то большое влия- 
ние, которое оказали на обоснование и развитие метода ко- 
нечных элементов работы советских математиков. Дополни- 
тельная библиография поможет читателю получить об этом 
более детальное представление, а также лучше понять роль 
и место метода конечных элементов в прикладной математике. 

При переводе были исправлены замеченные опечатки и 
мелкие погрешности, в библиографии некоторые зарубежные 
работы снабжены ссылками на их русские переводы, а пере- 
воды советских работ заменены оригиналами. 


Н. Н. Яненко 
20 апреля 1979 г, | 


Энн и Фионе 


ПРЕДИСЛОВИЕ 


Можно считать общепризнанным, что метод конечных эле- 
ментов является эффективным способом численного решения 
дифференциальных уравнений с частными производными. Это 
в особенности верно для эллиптических уравнений, где сразу 
проявились его преимущества по сравнению с конечно-разно- 
стным методом. Метод конечных элементов служит хорошим 
примером весьма трудной темы, развитие которой стало воз- 
можным только благодаря тесному сотрудничеству между ин- 
женерами, математиками и специалистами по численному 
анализу. Принимая во внимание широту интересов его при- 
верженцев, нетрудно понять, почему по методу конечных 
элементов не написано книги, которая отражала бы должным 
образом все возрастающий поток публикаций, ему посвящен- 
ных. Целью нашей книги было заполнить пробел между хо- 
рошо известными работами Зенкевича (1975) и Стренга и 
Фикса (1977), в которых соответственно нашли отражение 
запросы инженеров и математиков. В старинном споре о срав- 
нительных преимуществах методов конечных разностей и ко- 
нечных элементов мы не становимся ни на одну сторону — 
нас вполне удовлетворяет, что есть два таких мощных метода 
численного решения дифференциальных уравнений с частными 
производными. . 

Большая часть книги доступна студентам соответствующих 
математических и инженерных специальностей. Для ее пони- 
мания не требуется специальных математических знаний, вы- 
ходящих за рамки обычных курсов линейной алгебры и 8Η8- 
лиза. Исключением является гл. 5, которую при первом чте- 
нии можно опустить. Гильбертово пространство и понятия из 
функционального анализа используются на протяжении всей 
книги главным образом для унификации изложения материа- 
ла. Но мы предполагаем, что у читателя есть определенные 
навыки практической работы с дифференциальными уравне- 
ниями в частных производных —только в этом случае наша 
книга будет для него действительно полезной. Так как отправ- 
ной точкой для нас чаще являются не уравнения с частными 
производными, а тот или иной вариационный принцип, то в 
книгу включена глава о вариационных принципах с деталь- 
ными ссылками на более подробные руководства. 


8 | | | ПРЕДИСЛОВИЕ 


Мы надеемся, что книга окажется полезной и для специа- 
JIMGTOB, применяющих метод конечных элементов на практике. 
С учетом их интересов метод конечных элементов излагается 
в самых различных вариантах (а именно: в форме Ритца, Га- 
леркина, наименьших квадратов, коллокации), a в гл. 4 при- 
водится большой набор возможных базисных функций, кото- 
рые могут быть использованы в каждом из этих вариантов. 
Чтобы сбалансировать включение такого большого по объему 
практического материала, мы полностью опустили задачи на 
собственные значения. Некоторым оправданием этого шага 
служит то, что задачи на собственные значения в близкой нам 

трактовке подробно изложены в гл. 6 книги Стренга и Фикса 
_ (1977). 

Библиография была ограничена только теми работами, на 
которые в книге делаются ссылки по существу. Более полная 
библиография по методу конечных элементов имеется в книге 
Уайтмена (1975). Учитывая возможный интерес читателя, мы 
включили в наш список литературы последние монографии и 
труды конференций, посвященные главным образом методу 
конечных элементов (см. Зенкевич (1975), Азиз (1972), Оден 
(1976), Стренг и Фикс (1977), Грам (1973), Ланкастер (1973, 
1975), Миллер (1973, 1975), Уайтмен (1973, 1976), Уотсон 

1974, 1976), де Бур (1974), Оден, Зенкевич, Галлагер и 
ейлор (1974), т Прецеер (1975), Хаббард (1971)). 

Большая часть материала этой книги излагалась в виде 
лекций для аспирантов и студентов математических специаль- 
ностей в университетах Данди и Ливерпуля. Кроме того, пер- 
вый автор по приглашению Института атомной энергии читал 
лекции по материалу гл. 2 и 4 в Институте высших исследева- 
ний НАТО в Кьелере (Норвегия) в 1973 г., а второй — лекции 
по материалу гл. 3, Би 6 B 1973 г. во время своего пребыва- 
ния в Техническом университете Дании. 

Мы весьма признательны нашим коллегам и бывшим сту- 
дентам за те полезные обсуждения, которые проводились в 
процессе подготовки этой книги. Мы особенно благодарны 

обу Барнхиллу, Лотару Коллатцу, Дэвиду Гриффитсу, Дир- 
аури, Джеку Ламберту, Петеру Ланкастеру, Робину Мак- 
леоду, Гилу Стренгу, Юджину Уачспрессу, Джиму Уатту и 
Олеку Зенкевичу. И, наконец, мы благодарны Роз Даджон и 
Дорин Мэнли, которые с большой тщательностью перепеча- 
тали рукопись. 


ГЛАВА 1 
ВВЕДЕНИЕ 


1.1. Аппроксимация кусочно-полиномиальными функциями 


Рассмотрим вначале задачу об аппроксимации веществен- 
ной функции f(x) на конечном интервале оси х. Один из про- 
стых способов решения этой задачи состоит в разбиении ин- 
тервала на некоторое число неперекрывающихся подынтерва- 
лов и линейной интерполяции по значениям функции |[(х) 
в граничных точках подынтервалов (см. рис. 1(а)). Если 
имеется п подынтервалов [хь, Xi41] (1=0,1,2,:..п— 1), то 
кусочно-линейная аппроксимирующая функция зависит толь- 
ко от значений функции }1(=|(х:)) в узловых точках χι (i = 
—= 0, 1,2,..., п). В тех задачах, где f(x) задается неявно урав- 
нением (дифференциальным, интегральным, функциональным 
и т. д.), значения р являются неизвестными параметрами за- 
дачи. В задаче интерполяции значения |; известны заранее. 

На подынтервале [Χι, Xi41] соответствующая часть аппрок- 
симирующей функции описывается формулой 


P(x) = а, (х) ВР (4548 %,,,) (1.0 
где 


eo * etd eee Ty ᾳ 
α; ета и к 80, 1,2,...,п— В. 
t 


i *; 


Следовательно, кусочная аппроксимирующая функция на ин- 
тервале хо S χ S Xn задается формулой 


ри (x) = > φι(κ) fis (1.3) 


где 


κο {=== (ο--χ-- x) 
0 = 


0 (яз SXq), 
( 0 (Xo ¥ S X;_1) 
aE OR ME Soe: 25 


(x;-1<S *% SX)) 


2 ae Xx (1.3) 
141 
а ры S ¥i4.1) 


0 (+1 Зи), 
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0 (пЗх<хи_1) 
x)= — ae 
=) Sate gee x) 


являются пирамидальными функциями, изображенными на 
рис. 1(b). Пирамидальные функции, заданные формулами 
(1.3), представляют простейший тип базисных функций. От- 
метим, в частности, что базисные функции φι(Χ) (1=1,2,... 


£(Xx) 


Рис. 1 (a). 


ф. (x) 


Рис. 1 (0) . 
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..., П— 1) равны нулю вне интервала [х;1, Xi41] или, как 
говорят, имеют локальный носитель. В этой книге будут стро- 
иться базисные функции различной степени сложности, одна- 
ко всегда с локальными носителями. Основным свойством 
большинства базисных функций является то, что они равны 
единице в некоторой узловой точке и равны нулю в большин- 
стве других узловых точек. 

Вообще говоря, первые производные кусочно-полиноми- 
альной аппроксимирующей функции pi(x), заданной форму- 
ποῦ (1.2), отличаются от первой производной f(x) даже в 
узлах. Теперь попытаемся построить кусочную аппроксими- 
рующую функцию, которая совпадала бы вместе с первой 
производной с f(x) в узловых точках x; (1=0, 1, 2,..., п). 
Другими словами, мы должны построить кусочно-кубический 
полином рз(х), такой, что 


ОЕ} (αὐ = D* ps (x:) (k=0, 1; i=0, 1, 2,..., п), 


где D=d/dx. Ha подынтервале [Χι, χη] соответствующая 
часть кубического аппроксимирующего полинома задается 
формулой | 


pi (x) = a, (x) Г. нЕ βρει (x) Fist + У; (x) Fi a δ, η (x) Fie (1.4) 


где 
оо бе ВИН] 
(на я 
ЛЬ: oe) ВА Ни 
(F141 Άγ), 
PO Creal) 8225 eed | 
γι (x) [ΟΝ ел. (1.5) 
у «-. P(E = 41) 
874.1 (x) ня 


(1(=01,2,..., п — 1) и штрих означает дифференцирование 
по х. Кусочная аппроксимирующая функция на интервале 
Хо SX < Xp задается формулой 


Ροκ) = XL [Фр (x) t+ of (x) fi], (1.6) 
где кубические полиномы g(x), φϑ(χ) (i=0, 1, 2,..., п) 


легко получаются из (1.5). Базисные функции @! (x) и gf (x) 
(i= 1,2,...,%—1) изображены на рис. 2. | 


> | Гл. 1. Введение. 


Рис. 2. 


Базисные функции в выражениях (1.2) и (1.6) появляются 
при рассмотрении частных случаев кусочной эрмитовой ин- 
терполяции (или аппроксимации) для заданного разбиения 
интервала. Пусть теперь в общем случае П: а=ж<м<... 

< Χα = ὦ есть произвольное разбиение интервала R = 
--[α, δ] на оси x. Для целого положительного т и разбиения 
интервала П обозначим через Н = H'™) (IT, R) множество всех 
действительных кусочно-полиномиальных функций w(x), опре- 
деленных на R, так, что w(x) = C”™—!(R) и w(x) есть полином 
степени 2т— | на каждом подынтервале [хь, Xi41] интерва- 
ла Ю. Для любой заданной действительной функции f(x) = 
= С”-'(Ю) кусочная эрмитова интерполяция однозначно опре- 
деляется как такой элемент Pom—1(x) ЕН, для которого 


| Ο----πι--] | 
D*f (x3) = Dan (4) 4 santa (1.7) 


Частные случаи при т = 1, 2 уже были рассмотрены выше и 
привели к базисным функциям, входящим в выражения (1.2) 
и (1.6) соответственно. Оценки ошибок для кусочных эрмито- 
вых приближений приводятся в работе Биркгофа, Шульца и 
Варги (1968). 

В задачах, где требуется определить только f(x), часто 
бывает нежелательно вводить в качестве дополнительных па- 
раметров производные ]|(х) и тем самым заметно увеличивать 
порядок системы уравнений, которая должна решаться. По- 
этому весьма желательным свойством кусочных функций 
является непрерывность производных в точках сшивки поли- 
номов без введения значений производных в качестве дополни- 
тельных неизвестных параметров. Простейшим примером та- 
кого подхода представляется подбор на каждом подынтервале 
(Xi, ΧΗι] (=0, 1, 2,..., п— 1) такой параболы, чтобы пер- 
вые производные были непрерывны в каждой внутренней уз- 
ловой точке x; (1=1, 2,..., п 1). Удобную форму такой 
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кусочной аппроксимации представляет квадратичный сплайн 


feat 
SP (x) =f, + a oh 2 (x —x,) +e, (x —%,)(%¥ —%,4,) (18) 
ЕО 4,-2,- 2005 A— A) 
где из непрерывности первых производных следует, что 
1 ; 
61 - Cri Fr (Fist — 2}... @=1,2,.... η--1), (1.9) 
а разбиение интервала предполагается равномерным с ша- 


rom fh. Система (1.9) представляет собой п — 1 линейных со- 
отношений относительно неизвестных коэффициентов с: (i = 


—= 0, 1,2,..., п— 1), и поэтому в случае квадратичных сплай- 
нов остается свободным один коэффициент. Поскольку 
$0” (x)= 2c, (1=0, 1, 2, ..., п 1), знание второй произ- 


водной в. любой точке полностью решает задачу. 

Наибольшее признание получил кубический сплайн !), для 
которого при заданных значениях f; (1=0, 1, 2,..., п) на 
каждом подынтервале подбираются кубические полиномы, та- 
кие, чтобы первая и вторая производные были непрерывны 
во всех внутренних узловых точках. Если SW (х) (ἰ--0,1,2... 


.... M—1) есть искомый кубический сплайн, то функция 
$” (x) должна быть линейной на [х+, Xi41], и поэтому 


и het 
$ м, 


x & —х 
+c 
na i+l x 


(i=0, 1, 2,..., 2—1), 


И Bare 


_ГДе Ci, сц: являются значениями вторых производных в TOU- 
ках м, х:4! соответственно. Это обеспечивает непрерывность 
вторых производных во внутренних узловых точках. Исполь- 
зуя дополнительные условия 


SP (x,) =f, 


(i=0, 1, 2,..., π--1) 
SY (χει) = frat 


$41 (x,) = SY" (x,) @=1,2, κεν n— 1), 


1) При #—0 кубический сплайн равномерно сходится к аппроксими- 
руемой функции Me условии достаточной ee гладкости. Квадратичные 
_ сплайны таким свойством не обладают. Если, например, на левом конце 
интервала задать вторую производную, то по мере приближения к пра- 
вому концу эти сплайны начинают осциллировать, тем сильнее, чем мень- 
ше й. — Прим. перев. 
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‘получим кубический сплайн в виде 
yyy — 2.68 =. $ 
= (αι... — 4 + SE («у 


Cc | he | 
Maye) + (er Медь) вы 
(i=0, 1, 2, ..., 2—1), 


где сетка предполагается равномерной, a n-+ 1 коэффициен- 
тов с; [1=0, 1, 2,..., п) удовлетворяют системе п— 1 ли- 
нейных соотношений 


Crab 4οι -- 041 oe (Fig — ft + fi) (Fie to os oe Ee 
(1.11) 


Два свободных параметра в случае кубического сплайна ча- 
сто исключают, полагая Co = с„ = 0, и поэтому другие пара- 
метры однозначно определяются из (1.11). 

Более естественным представлением кубического сплайна 
при равномерном разбиении интервала / = [0,6] является 
выражение 


$ (+) =щ+ (+) + (+) + (1) + 
п-1 


где. 
νε Ce 
2 + в (#>). 


Нетрудно показать, что функция S;(x/h) и все ее производ- 
ные, кроме третьей, непрерывны во всех внутренних узловых 


точках x; (1=1,2,.... п—1) при всех значениях п - 3 ко- 
эффициентов αρ, αι, Ορ, @з, Bs ($ =1, 2, , п— 1). Условие 
S; (=) —f, (i= 0, | 2. oe n), (1.13) 


дает п --- 1 линейных соотношений для n+ 3 коэффициентов, 
и поэтому остаются два свободных параметра. Система линей- 
ных уравнений сводится к виду, приведенному в упражне- 
нии 4. Если кубический сплайн (1.12) вместе с двумя свобод- 
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ными параметрами теперь представить в виде 


$ (>=) => вс: (4). (1.14) 
i=0 
где Ci(xi/h)=1, Ci(xj/h)=0(j Fi), (1, 7=0, 1, 2,..., п), 


то получается, что основные сплайны C;(x/h) не имеют ло- 
кального носителя и не являются удобными для практики 
базисными функциями. 

Кубические сплайны с локальным носителем длины 4h 
были предложены ШЁ&ёнбергом (1969) как удобные базисные 
функции. Для узловых точек x = (i = 2, 3,..., n—2) они 
имеют вид 


Bein Saye о See 
(+) aR ( ἘΣ {+ ( )} + 

8 3 3 
6;——it --4ἱ---({51 ——(i+2)) |. (1.15 
ΣΝ {= Е {3 G+} -{3 {1-3} | ( ) 
Эти функции и две их первые производные равны нулю при 
—o <х/А < {— 2 и + 2 < х/й < +o. Кроме того, 
ВОР ВЕ (ол 


Остальные функции Bo(x/h), Βι(χ/η), Bn (x/h), В, (х/Ё) тре- 
буют специального рассмотрения. Полагая 


5, (К =Х в Ce: 


и сопоставляя правые части (1.14) и (1.16), мы получим трех- 
диагональную систему линейных уравнений для определения 
коэффициентов γι (1=0, 1, 2, ..., п), входящих в (1.16). 
Большинство уравнений этой системы имеет вид 


| ; 
Vit я (Visit γι--1) =: (i= 2, 3, eee, n— 2). 


Двумерная аппроксимация 


Теперь рассмотрим задачу об аппроксимации действитель- 
ной функции кусочными непрерывными функциями на огра- 
ниченной области R с границей OR. Область разбивается на 
некоторое число элементов. В этом разделе рассматриваются 
области, имеющие вид прямоугольника или многоугольника. 


1) Прямоугольная область. Стороны такой области парал- 
лельны осям X H Y, и она разбивается на такие же прямоуголь- 
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ные элементы прямыми линиями, параллельными осям. Пусть 
[Χο, Xm] Ж [Чо yn] есть прямоугольная область и [хь ха Ж 
Χ [θυ], yiti] есть типичный прямоугольный элемент, где х;4+1 — 
— xX =A и yj — И, = И (0 << т—10=<] < 1—1) (см. 
рис. 3). Билинейная форма, приближающая функцию [(х, и) 
на прямоугольном элементе, имеет вид 


р‘, D(x, у) зе ὋΝ, (x, у) р. i Ἓ βρει, i (x, у) baa yk 
+ Visas ©, y) [ιν 14.1 --- δει, 141 (х, И) fist, itl (1.17) 


где Я 
ay, (х, Ὁ) = πη; (ча — 4) (Gj41 -- 9), 
1 
Bis, (%, 9) = Fay & — χ)ίθῃει-- 9), 
1 
γι, 14-1 (У) = Fay (аб 9—9) 
И 


1 
6541, 7+1 (x, у) = The * --χ)(-- y;) 


Ox<xix<m—1; 0<jxn— Hi Кусочная аппроксимирую- 
щая функция в области [хо, Xm] XK [Yo, yn] задается выраже- 
нием 


ριίκ, Y= 29.1% υ)ῆι.,. (1.18) 


Базисные функции gi / (Х, у) (1 <1<т— 1; 1<]<1— 1) 
обращаются в нуль всюду, за исключением прямоугольной об- 
ласти [x:-1, Χεμι]Χ [yj-1, уни, и поэтому имеют локальный 
носитель (см. упражнение 6 и рис. 3). | 


1.1. Аппроксимация кусочно полиномиальными функциями 17 


Только что рассмотренный случай является простейшим 
примером кусочной двумерной эрмитовой интерполяции (или 
аппроксимации) на. прямоугольной области, разбитой на пря- 
моугольные элементы. В общем случае для любого целого 
положительного числа / и любого разбиения прямоугольника 
R на прямоугольные элементы обозначим через Н = Н®(Ю) 
совокупность всех действительных кусочных полиномов 
g(x,y), определенных на К, так, что σία, у) = CO 1 (Ю) и 
8 (х, у) есть полином степени 2/ — | по каждому переменному 
хи уна каждом прямоугольном элементе [хх Xi41] Ж (у ин] 
O<Sixcm—1; 0O<Sj<n—1) области Ю. Для любой за- 
данной действительной функции f(x, и) = СЪ! (Ю) суще- 
ствует единственный  кусочный эрмитов — интерполянт 
Poa-1 (х, y) = Н, определяемый условиями | 


D? 9} (χι, у1) = D™ Ч ры 1 (Xi, у) 


при всех 0 < р, 4 < 1—1 0 =1<т—10=<]=< п — 1.Ча- 
стный случай [ = 1 был уже рассмотрен выше и дает били- 
нейные базисные функции, вид которых указан в упражне- 
нии 6. Случай | =2 разбирается в упражнении 7. Читателя, 
интересующегося получением оценок ошибок для двумерной 
эрмитовой интерполяции, мы снова отсылаем к работе Бирк- 
гофа, Шульца и Варги (1968). | 


2) Многоугольная область. Под этим понимается либо об- 
ласть в форме многоугольника, либо аппроксимация области 
другой формы. Многоугольник произвольным образом разби- 
вается на треугольные элементы. Для типичного треугольного 
элемента с вершинами (Xi, yi) (i=1, 2, 3) (см. рис. 4) ли- 
нейная форма, приближающая функцию f(x, у) на треуголь- 
ном элементе, имеет вид | 


3 


ри(х, Y= 2, a(x, μ) ἣν, (1.19) 


ἐ--ὶ 
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где р = |(хь, yi) (i=1, 2, 3). Коэффициенты ai(x,y) (i= 
‘== 1,2, ὃ) задаются формулами 


, 
αι (х, У) = σης (Tas + Nast — ξον), 
1 
аз (х, у) = т (тз1 + Nai — #1), (1.20) 
1 
аз (x, у) = Cas (τι; + ηιοχ — ξιοὐ), 


где |С!12з| есть удвоенная площадь треугольника, а 


Ти — Хи — XV» 
Sis =X; “oP Xj» 


и=и— 9; i, J=1, 2, 3). 


Разумеется, функции (1.20) являются только частями полных 
базисных функций, связанных с вершинами треугольной сет- 
‘ки. Полная -базисная функция относительно некоторой вер- 
шины получается путем суммирования частей, связанных с 
теми треугольниками, которые примыкают к этой вершине. 
Например, вершина | на рис. 4 имеет пять примыкающих тре- 
угольников, и поэтому базисная функция, соответствующая 
этой вершине, будет состоять из пяти частей. Полная базисная 
функция оказывается пирамидальной. 


Упражнение 1. Покажите, что кубический полином рз(х), 
который принимает значения 


рз (0) =1, рз()=Р, RO=h р(=Р, 
определяется формулой 


p(x) = (Е x)? (1+ 2x) fy x (1 — x)? fh + 22 (3 — 2x) f+ 
+ 2 (x —1) ff, 


Упражнение 2. Используйте результат упражнения 1, что- 
бы получить коэффициенты в представлении (1.4) и тем са- 
мым получить базисные функции, входящие в (1.6). 


Упражнение 3. Применяя намеченный в основном тексте 
метод, получите выражение для кубического сплайна в форме 
(1.10), где коэффициенты определяются соотношениями (1.11). 


Упражнение 4. Применяя условие (1.13) к сплайну вида 
(1.12), покажите, что система уравнений для определения 


1.1. Аппроксимация кусочно полиномиальными функциями 19 
входящих в (1.12) коэффициентов имеет вид 


Bi-1+ 48, + В: =, (=2,3,..., 2 — 2), 
θα, + 58, +B, = 657». 
202 + 6a3+ Bo = 67/1, 
и + 02 -F Og = ОР 
αρ = fo; | 
где ὃ есть обычный оператор взятия центральной разности. 


Упражнение 5. Решите систему уравнений упражнения 4 
при @ = а =0и п = 4. Покажите с помощью (1.14), что 


в этом случае 
x x 3 x 9 x 3 
Gl) (F—1), - 9-2). Fer (G8), 
Нарисуйте приближенный график основного сплайна C2(x/h) | 


при —< < x/h < +00 и покажите, что его носитель не яв- 
ляется локальным. 


Упражнение 6. Покажите, что для единичного квадрата 
при [ =1 базисные функции, соответствующие внутренним 
узлам, имеют вид 


[9-е -0-1 
(1-1<2<5 11% <] 

[$-¢-n][v+0-4] 
(i-1<4<i 1 «НЕ 

I N=) [(+1-2 [0-1] 
(«Е <иНЬ j-1<4£</j) 

[e+ 0-4] [G+ )-4] 
(«< <<] 1) 


[0 при всех других значениях аргументов, 


< i, j |= т— [Ти тй = 1. 
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Упражнение 7. На единичном квадрате рассмотрите поли- 
ΗΟΜ 


g(x, у) = Σ Σ asx" y. 


r=0 s=0 


Выразите все коэффициенты α;ε(0 —< г, $ < 3) через значения 
функций g, д8/дх, Og/dy и O?g/Oxdy в четырех угловых точ- 
ках квадрата. Покажите, что результаты этих вычислений 
‘могут быть использованы для нахождения базисных функций 
в случае [ = 2 общей теории двумерной эрмитовой интерпо- 
ляции на прямоугольной области, разбитой на прямоугольные 
элементы. 


1.2. Функциональные пространства 


Этот параграф содержит введение в математические струк- 
туры, необходимые для понимания теоретических аспектов 
метода конечных элементов. Будет изложен только самый не- 
обходимый материал, а интересующемуся читателю мы реко- 
мендуем обратиться к книгам Симмонса (1963) или Иосиды 
(1967). 

Линейным или векторным пространством называется не-’ 
пустое множество Х, в котором любые два элемента х и у 
могут быть объединены операцией, называемой сложением, 
так что в результате получается некоторый элемент из Х, обо- 
значаемый Kak х | у, причем операция сложения удовлетво- 
ряет следующим условиям: 


(I) ху=у- 
(IT) ct ἵν ἠ-α)-- ἐκ-}- ψ) +2, 
(ПТ) существует нулевой элемент Q, такой, что фЁх= 
—=х- ф==х для всех x, 
‘(IV) для каждого x существует ee ee элемент 
— x, такой, что x +(— x)= 


Еще одна необходимая для линейного пространства опе- 
рация состоит в TOM, что любой элемент хе X может быть 
объединен с любым действительным числом или скаляром α. 
Операция эта называется умножением на скаляр и ее резуль- 
тат обозначается через ах. Умножение на скаляр должно 
удовлетворять следующим условиям: 


(V) а(х-- у) =ох- ay, 
) («Вх = ах + Вх, 
(VII) (αβ) х = а (Вх), 
(VHF) Е х=х. 
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Одним из примеров линейного пространства является мно- 
жество всех №М-мерных действительных Е ier Horry 
a+b=c определяется как а: +b; = с: (i = |, 2, ‚ N) u 
аа — d как dj = aa; (j = 1, 2,. ‚АЕ. 

Нормированное линейное пространство Е л. п.) есть ли- 
нейное пространство, для которого определена норма каждого 
элемента x, обозначаемая через ||x|| и удовлетворяющая сле- 
дующим условиям: 


(I) Ix I> 

(II) о 
(Π} ПиН 
(IV) |Ιαχ|--|α ||| x |. 


Таким образом, появляется понятие длины элемента в линей- 
ном пространстве. Полунорма удовлетворяет условиям (1), 
(ПГ) и (ТУ), но не удовлетворяет условию (II). 

Пространство с внутренним или скалярным произведением 
есть линейное пространство, на котором для каждой пары 
вектором определена действительная функция (x,y), удовле- 
творяющая условиям: 


(I) (ax + By, г) =а(х, г) + В (у, 2), 


(II) (x, у) = (9, x), 
ПЕ) OF (kh = 0, 


Упражнение 8. Покажите, что линейное пространство со 
скалярным произведением является линейным нормирован- 
ным пространством относительно нормы 


[χ|--(κ, x)". 
Затем убедитесь в справедливости правила параллелограмма 
Их УР-х — УР=2|х P+ 2[УР. 
Покажите также, что 
A(x, у) = + y IP —Ilx — УР. 


Пусть {х„} есть последовательность точек в линейном про- 
странстве со скалярным произведением. Тогда 
(а) {х„} называется последовательностью Коши, если для 
любого > 0 найдется такое N=N(e), что при всех п, 
т> м 
| Xn --- πε - 8, 


(Ὁ) {xn} называется сходящейся последовательностью, если 
в этом пространстве существует такая точка x, что для 
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каждого ε > 0 найдется такое N = N(e), что при всех и > М 
| Х —Хь | τ. δ; 


Упражнение 9. Покажите, что сходящаяся последователь- 
ность будет последовательностью Коши. 


Чтобы показать, что обратное утверждение неверно, по- 
ступим следующим образом !). 

Рассмотрим линейное пространство функций, непрерыв- 
ных на интервале [0,1], определяемое естественными опера- 
циями сложения функций и умножения функции на число, и 
определим в нем скалярное произведение как интеграл от про- 
изведения функций на интервале [0, 1]. Как известно из ана- 
лиза, пределом последовательности таких функций может 
быть и разрывная функция, что и показывает неверность об- 
ратного утверждения. 

Пространство, для которого все последовательности Коши 
являются сходящимися, называется полным. Полное линей- 
ное пространство со скалярным произведением называется 
гильбертовым пространством. 

До сих пор неявно рассматривались пространства, элемен- 
ты которых являются точками на действительной оси, векто- 
рами или матрицами. Чтобы получить гильбертово простран- 
ство, удобное для метода конечных элементов, необходимо 
ввести такое пространство, в котором точки представляют со- 
бой функции. Наиболее употребительные функциональные 
пространства могут быть определены по аналогии с простей- 
шим гильбертовым пространством, обозначаемым через H2(R). 
Пусть для простоты А обозначает интервал (a,b) на дейст- 
вительной оси. Функция [(х) является точкой этого простран- 
ства только тогда, когда интеграл 


b 


( ах 


а 


конечен. Такая функция называется измеримой 2). Для любых 
двух точек u(x) и U(x) скалярное произведение определяется 
как 
b 
(и, 0) = ( u (x) v (x) dx, 


n 


1) В оригинале по этому поводу приводится другой пример, который 
оказался ошибочным. — Прим. перев. 

2) Обычно такую функцию называют суммируемой с квадратом. — 
Прим. перев, - 


/ 
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а норма как : 


|| w ||? = \ и? (х) ах. 


Сложение определяется Kak (ἡ -- υ) (x) = u(x) + υ(χ). 


Упражнение 10. Покажите, что если |и|| и |9|| конечны, το 
скалярное произведение (u,v) также будет конечным. 


Подмножество линейного пространства, которое само яв- 
ляется линейным пространством, называется подпростран- 
ством. 


Упражнение 11. Пусть .(Ю) — пространство, определен- 
ное выше. Будут ли подпространствами следующие его под- 
множества: 

(1) ‚функций и, таких, что u(a) = 0. 

(11) функций и, таких, что (аи/ах)х—а = 0 и и(6) = 0? 


Упражнение 12. Пусть К есть подпространство линейного 
пространства , не совпадающее с ним самим, и пусть Х — 
множество точек вида {x + A}, где. х — некоторая фиксиро- 
ванная точка, принадлежащая 4, но не принадлежащая К, 
а й — любая точка из К. Покажите, что множество X, обозна- 
чаемое через {x} Ф К, не является линейным пространством. 


Множество Х называется линейным многообразием. 


Отображение Т гильбертова пространства & на само себя 
называется линейным оператором, если 


(I) T(x+y)=T(x)+T(y) (для всех x, уе №), 
(II) Т(ах) =оТ (x) (для любого скаляра α). 


Линейный оператор Т называется ограниченным, если су- 
ществует такая постоянная М > 0, что 
[Тх |< М]х|] (для всех хе 2), 


и наименьшее из всех возможных М значение называется 
нормой оператора и обозначается через ||7||; ясно, что 


aa Sia γ΄ {ΠΗ 1.2 
т sup т} το jar} — Sup, {ΤΕ}. 
< 


Ограниченный линейный оператор непрерывен: это означает, 
что если точка х является пределом последовательности {хи}, 
то точка 7x будет пределом последовательности {Тх»}. 
Пусть F — линейное отображение прямого произведения 
пространств ὅθι Ж ὅθι в пространство 4s, т, е, для любых х1е 
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ε: 61, хо © №. значение. F(x, Χο) & ὅθι и F линейно по каж- 
дому из аргументов; тогда F будет ограниченным, если суще- 
ствует такое М >> 0, что 


IF (αι, 22) hg, < MU £1 хо lhe 


и ||Ё| есть наименьшее из таких М. Будем обозначать через 
$? (261; №2) пространство ограниченных линейных отображе- 
ний из ὅθι в 4p». Пространство «Θ (56; К) ограниченных линей- 
ных функционалов называется двойственным к FH и обозна- 
чается через ὅθ’. Элементы пространства «Φ (6 Х #6; К) есть 
билинейные формы (заданные Ha ), 


Упражнение 13. Пусть Ее ?(%, X Ho; №:); определим 
Е= L(H\; №3), так, что при некотором фиксированном о ΕΞ 
= FO» 


Е (и) =Е(и, 9) (для всех ие &)). 


Докажите, что 
IF US<UE IU lhe, 


Отметим, что в дальнейшем для краткости нижние индексы 
у норм операторов часто будут опускаться. 


Теорема 1.1. (Теорема Рисса о представлении функциона- 
ла) (см. Иосида, 1967, с. 132). F = ὅθ’ тогда и только тогда, 
когда существует единственный вектор VU & HA, такой, что для 
всех и= HE | 


Е (и) = (и, 5) 
ПР» = ll 2 IL 


Теорема Pucca устанавливает взаимно однозначное соот- 
ветствие между и №’; такое соответствие называется изо- 
морфизмом, а два пространства, связанные таким соответст- 
вием, т.е. имеющие одинаковую структуру, называются изо- 
морфными. Из определения нормы оператора следует, что . 


| F (u) | 
WP Mae are { Il 4 lle } 


и 


а из теоремы 1.1 следует, что существует такой элемент о = 
= %, для которого 


Е (и) = (и, Ὁ). 


Поскольку оказалось возможным сопоставить каждому эле- 
менту из #6’ единственный элемент из ὅθ, не должна вызы- 
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вать недоумение и запись вида 


ος | (u, о) | 
По οι И} 


Линейный оператор 7, который отображает все гильбер- 
тово пространство на подпространство К, являющееся 
лишь частью ὅθ, называется проекцией, если он отображает 
точки из К на самих себя, т.е. если 


Ty=y (для всех уЕК). 


Упражнение 14. Какие из следующих линейных операто- 
ров будут проекциями? 


α 
(Г) Оператор 7, отображающий двумерный вектор ( №) 


α 
Β ΒΕΚΤΟΡ Ες ). 


(11) Оператор ©, отображающий пространство #>2(R), 
R= [a,b], на пространство линейных функций путем линей- 
ной интерполяции по значениям в концах интервала. 

(ПТ) Оператор $, переводящий пространство матриц по- 
рядка 2 Х 2 в диагональные матрицы по формуле 


5([, в) "оо ραν] 
yee С Ву 
(IV) Оператор 52, где 5 определен в (ПТ). 


Проекция Р называется ортогональной, если для всех х 
из пространства & и всех y из его подпространства К 


(x — Px, у) =0 (обозначается как (x — Px) 1 и), 
т.е. если разность х — Рх ортогональна всем у из подпрост- 


ранства К. Говорят, что эта разность принадлежит ортого- 
нальному дополнению К, которое обозначается через K+. 


Лемма 1.1. Если есть гильбертово пространство, а К — 
любое его подпространство, το K+ также будет гильбертовым 
пространством. 


Лемма 1.2. Если Р есть ортогональная проекция гильбер- 
това пространства на некоторое подпространство К, то 
I—P будет ортогональной проекцией H на K+ и для лю- 
бого x = H существуют и = Kuve Kt, такие, что x = и, 


т.е. в = КФ Κι. 
' Упражнение 15. Докажите лемму 1.1 и лемму 1.2. 


_ Теорема 1.2. Ортогональная проекция гильбертова прост- 
ранства на подпространство единственна, а величина |х — Рх] 
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является минимальным расстоянием от х до подпростран- 
ства. EY eet a 


Доказательство. Допустим, что ортогональная проекция P 
не единственна. Тогда существует другая ортогональная про- 
екция Q, для которой 

(x — Ох, y)=0 (при всех у=К). 
Так как Px — Ох< К, то | 
0 = (x — Ох, Px — Ох) = 

— (х — Px, Px — Qx)+ (Px -- Ох, Px — Ох) = 

—=0-- || Px — 9х Р> 0, 
поскольку Px = Ох, и получается противоречие. Следователь- 
но, исходное предположение неверно и ортогональная проек- 
ция единственна. 


Пусть теперь о есть любая точка в К, отличная от Px. 
Тогда, как и выше, 


(о — Px) L (x — Px). 
Следовательно, 
Их — vo |P = | (х — Px) + (Px — о)Р= 
=||x— Px|P +2 (x — Px, Px —v)+ || Px—oP= 
= || х — Px |P+ || Px — o|P > || x — Px IP, 
а это и является нужным для нас результатом. 


Следствие (Г). |Рх|? = (х,Рх) и |х-— Рх| = — 
—(x, Px). 


Следствие (11). Для любого x = KH существуют единствен- 
ные 119 ΕΞ K uvo © K+, такие, что х = ш + vou 


min || « — w|P =|| x — uo |P = 0. (1.21) 
uckKk 
В (1.21) можно поменять ролями К и K+, и тогда получится 
другое минимизирующее соотношение 


min |х—9|=|ш Г. 
оЕК 


Ро | oo IP, 


последняя задача минимизации может быть сведена к нахож- 
дению 


Поскольку 


max {| κ|ἑ--|χ-- οἱ) 
vek 
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ИЛИ 
тах {2 (х, υ) — |5}, | (1.22) 
veKkt 


а эта задача имеет TO же самое решение, что и задача (1.21). 
Линейный оператор Т называется положительно опреде- 
ACHHOIM, если 


(Tx, х)>0 (при всех x #0) 1), 
и называется положительно полуопределенным, если 
(Tx, х)>0 (при всех х=20). 


α 
Например, отображение & ) Poy будет положительно 


α α 
определенным, тогда как отображение Ἔ Β ( % будет 


положительно полуопределенным, так как 
(TY, == 


и обращается в нуль при © = 0 и произвольном В. 
Сопряженным к Т называется такой оператор Т*, для ко- 


торого 
(Tx, у) = (х, T*y) (при всех x, и). 


Если (Тх, у) =(х, Ту), то Т называется самосопряженным 
оператором. 


1.3. Аппроксимирующие подпространства 


Рассмотрим гильбертово пространство 2, и ‘пусть $ = 
= {x,,..., хм} есть множество N элементов из ὅθ. Эти эле- 
менты называются линейно независимыми, если равенство 


αικι--α2χο-Ἴ- ... -амхк=0 


имеет место только при нулевых значениях коэффициентов 
αι (i=1, 2,..., №). Если для каждого элемента x = су- 


ществуют такие коэффициенты β;, что 
ΧΞεβιχι {-βοχοἼ- ... +Byxy, 


то говорят, что множество $ образует базис в ὅθ, a 26 есть 
М№-мерное пространство. 


') Другие авторы используют в определении Br pabeuctae и x) > 
> γ|1|2 при у > 0, 
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| α 
Например, пространство векторов вида ( β ) является дву- 
мерным пространством. Множество $! = [ο -{ 1 ). 60 = 


1 
== ( 0 образует в нем базис, точно так же, как и множество 


s—{i=a(,). в (1. Оба этих базиса 


изображены на рис. 5. 


Упражнение 16. Докажите, что в одном пространстве 
два различных базиса должны иметь одинаковое число 
элементов. | 


Важность конечномерных функциональных пространств 
становится понятной, если упомянутые в разделе 1.1 аппрок-_ 
симирующие функции рассматривать как элементы простран- 
ства £2(R). Например, если интервал R = [a,b] разбит точ- 
ками x; (1=0, 1, ..., п), то можно построить множество 
эрмитовых функций, которые будут кусочно-линейными на 
этом интервале. Любое линейно независимое множество из 
(п-- 1) таких функций образует базис в пространстве 
H (II, R). Нетрудно показать, что Н является полным под- 
пространством в #2(R) (мы предлагаем читателю сделать 
это в качестве упражнения), и поэтому Н является (n+ 1)- 
мерным подпространством в #2(R). Пирамидальные функции 
(1.3) представляются естественным базисом в Н для нахож- 
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дения параметров 5 
Γι {ἑ---ϱ, tes nn): : 


Упражнение 17. Пусть разбиение П задано точками х = 
—1/4 (1=0,1,..., 4) и функции D;(x) определены как 
4 


D, (x)= 2, ap, f= 


=0 

где если a = (0, ..., af), то αθ(], 1, 1, 1, 1), a= 
= (1, 1/+/2, 0, —1/+/2, —1), а®=(1, 0, --1, 0, 1), a= 
—= (1, --1/ 2, 0, 1/2, —1),. а = (1, —1, 1, —1, 1). 
На рис. 6 приведена функция D3(x) на интервале [0,1] вме- 
сте с функцией cos (3лх). 

(1) Постройте приближенные графики D;(x) (1=0,1,... 
pol; ay. 

(11) Вычислите скалярные произведения (D;(x), D;(x)) и 
затем рассмотрите D;(x) как базис в Н и найдите коэффи- 
циенты δὶ в разложении 


8 (x) ee δ, gD; (x). 


λε 

Упражнение 18. Постройте базисы для пространства куби- 
ческих сплайнов и пространства кусочно-линейных функций, 
заданных на треугольной сетке. 

Все упомянутые в разделе 1.1 аппроксимирующие функции 
являются частными случаями общей задачи приближения. 
Эта задача состоит в TOM, что каждому элементу [ гильберто- 
ва пространства ставится в соответствие единственный 
элемент ἡ аппроксимирующего М№-мерного подпространства К 
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(например, если К = H, то М =n-+ 1). Элемент 7 называется 
К-приближением |. Отображение f Bf обычно является ли- 
_ нейным и при наличии линейности представляет собой проек- 
цию. Например, если К == H, то f можно получить путем ли- 
нейной интерполяции между точками. разбиения. Это единст- 
венное отображение, являющееся также и проекцией. 


Упражнение 19. Постройте отображение из &2(R) в H, 
которое не является проекцией. 


Если аппроксимация любого элемента {= 5.(Ю) уже по- 
строена, имеет смысл задать вопрос о TOM, насколько она хо- 
роша. Аппроксимация является наилучшей, если элемент fE 
= К.оказывается таким, что норма ошибки [ --- минимальна. 
В теореме 1.2 было показано, что если Р есть ортогональная 
проекция на К, то |1 — Pill является минимальным расстоя- 
нием от f до подпространства К, и поэтому f = Pf представ- 
ляет собой наилучшую аппроксимацию. Так как предполага- 
ется, что К имеет конечную размерность, то это предположе- 
ние может быть использовано для построения наилучшей ап- 


проксимации. Пусть $ = ff1,..., ἵν} образует базис в К. 
Так как ; 

(7 —f, g)=0 
для всех g & К, το Ξ 


(= Хы») =0 


для всех возможных последовательностей коэффициентов Вь 
(Е =1,..., №), и поэтому 


(—Т, fp) =0 (Е =1, eee, N). (1.23) 
N 
Если f= Хой, то 


№ 
(7, fe) — Din (Fe i.) =0 (k=1,..., М). 


Это может быть переписано как 
Ga=b, (1,24) 


@ = [ав] = [Фь, 1»), 


α---{αι, 94499 ay}? 


b= {(f, й), ees (7, м}. 


где 
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Матрица С называется матрицей Грама, а система (1.24) на- 
зывается нормальной. 


‘Упражнение 20. Покажите, что для 66 = L2(R) наилуч- 
waa аппроксимация 7, определенная условиями (1.23), явля- 
ется также наилучшей в смысле метода наименьших квадра- 
тов. Отметим, что нормальную систему (1.24) не рекоменду- 
ется использовать для вычисления решения задачи по методу 
наименьших квадратов, так как с ростом ее порядка ее обус- 
ловленность быстро ухудшается. 


Упражнение 21. Покажите, что можно определить гильбер- 


тово пространство «62 (R) с помощью скалярного произведе- 


НИЯ 
b 


UW, v0), = \ w (x) и (x) υ (x) dx, 


a 


где w(x) >0 есть подходящая весовая функция. Далее по- 
лучите нормальную систему, которая определяет наилучшую 
в смысле метода наименьших квадратов с весом аппроксима- 


цию для функции f(x) из «22 (Ν). 


Упражнение 22. Покажите, что для измеримых функций, 
имеющих измеримую первую производную, можно определить 


1) 
гильбертово пространство 363)(R) с помощью скалярного 
произведения 


(и, = {u (x) υ (x) и’ (x) 0! (dx 


и нормы : 
al = | {u2(x) + м (5) ах, 


a 


где штрих означает дифференцирование no x. Получите нор- 
мальную систему для наилучшей ΡΝ функции 


f(x) из этого пространства. Пространство 2’ (R) представ- 
ляет собой пример пространства Соболева. 

Методы аппроксимации, включающие решение нормальной 
системы с целью получения ортогональной проекции функции 
на конечномерное подпространство, называются проекцион- 
НЫМИ, 


ΓΠΑΒΑ2 


ВАРИАЦИОННЫЕ 
ПРИНЦИПЫ 


2.1. Введение 


Вариационные принципы встречаются во многих физиче- 
ских и других задачах, и методы приближенного решения та- 
ких задач часто основаны на соответствующих вариационных 
принципах. Математически вариационный принцип состоит в 
том, что интеграл от некоторой функции имеет меньшее (или 
большее) значение для реального состояния системы, чем 
для любого возможного состояния, допускаемого основными 
условиями системы. Подынтегральная функция зависит от ко- 
ординат, амплитуд поля и их производных, а интегрирование 
осуществляется по области, покрываемой координатами систе- 
мы, среди которых, возможно, есть и время. Задача опреде- 
ления минимума интеграла часто сводится к решению одного 
или нескольких дифференциальных уравнений с частными 
производными при’ соответствующих граничных условиях. 
Цель нашей книги не в том, чтобы рассматривать приближен- 
ные методы решения этих дифференциальных уравнений как 
_ способ решения исходных физических задач, сформулирован- 
ных в виде вариационных принципов. Вместо этого мы наме- 
рены описать приближенные методы, которые основаны непо- 
средственно на вариационных принципах. 

В качестве примера таких экстремальных задач рассмот- 
рим двойной интеграл 


[ (μὴ = \\ FG, у, и, Uy, Uy) ах dy, (2.1) 
R 


где и — непрерывная вместе со всеми производными до BTO- 
рого порядка функция, значения которой на границе области 
Ю заданы. Область Ю здесь — ограниченная область на пло- 
скости (x,y). Сравнительно легко показать (см. Курант и 
Гильберт, 1951), что необходимое условие экстремума J(u) 
состоит в том, что функция и(х, у) должна удовлетнорать 
уравнению' Эйлера — Лагранжа 


Ри, +: Е 


Из многих решений этого уравнения выбирается то, которое 
удовлетворяет заданным граничным условиям. К примеру, для 


—F,=0. (2.9) 


Uy 
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Е => (их + и) уравнение (2.2) сводится к уравнению Лапласа 


д?и д?и 
Ox? Ἔ ду? сы 


Причина требования непрерывности вторых производных и 
теперь ясна; непрерывность обеспечивает существование урав- 
нения Эйлера. Однако приближенные методы, основанные ка 
минимизации [(и) в виде (2.1), требуют только непрерывно- 
сти и и кусочной непрерывности ее первых производных. 
Вернемся теперь к основной задаче вариационного прин- 
lula: найти такую функцию из допустимого класса функций, | 
что некоторый определенный интеграл по замкнутой области 
К, зависящий от функции и ее производных, принимает мак- 
симальное или минимальное значение. Это есть обобщение 
элементарной теории вычисления максимумов и минимумов, 
которая состоит в нахождении точки замкнутой области, в ко- 
торой функция имеет максимальное или минимальное значе- | 
ние в некоторой окрестности в этой области. Определенный © 
интеграл в вариационном принципе есть. пример функционала 
и зависит от всего поведения функции в целом, а не от числа 
переменных. Область определения функционала есть про- 
странство допустимых функций. Главная трудность вариаци- 
онного подхода состоит в том, что задачи, которые могут быть 
естественно сформулированы как вариационные, могут не 
иметь решений. Математически это выражается незамкну- 
тостью пространства допустимых функций. Поэтому в Bapua- 
ционном принципе нельзя предполагать существование макси- 
мума или минимума. В этой книге мы, однако, имеем дело 
с приближенными решениями вариационных задач. Они по- 
лучаются при рассмотрении некоторого замкнутого подмноже- 
ства пространства допустимых функций для получения верх- 
ней и нижней оценок точного решения вариационной задачи. 
Одно очевидное преимущество вариационного подхода со- 
стоит в том, что нужно налагать менее жесткие требования 
на непрерывность решения. Этот парадокс разъясняется в 
разд. 1.3 книги Стренга и Фикса (1973) и в гл. 2 книги Клег- 
га (1967). Полезным следствием более слабых требований не- 
прерывности является то, что в вариационном подходе легче 
строить приближенные решения. Большая часть данной книги 
состоит в описании таких приближенных методов. 
Оцениваемый в вариационном принципе интеграл берется 
по пространству, которое может иметь координату-время. Мы 
рассмотрим сначала вариационные задачи, не содержащие 
время. Эти вариационные задачи обычно выражают принцип 
минимума потенциальной энергии при нахождении состояния 


9 Зак. 672 
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устойчивого равновесия во многих классических задачах ма- 
тематической физики. В этой главе содержатся только те во- 
просы теории вариационных принципов, которые имеют отно- 
шение к главной теме книги. Никаких доказательств или под- 
робных обсуждений здесь нет, и в случае особой заинтересо- 
ванности читателю следует обратиться к соответствующим 
разделам книг Куранта и Гильберта (1951), Морса и Феш- 
баха (1958), Хилдебранда (1965), Шехтера (1971) и Клегга 
(1967). 


2.2. Стационарные задачи 


Дифференциальное уравнение, которое связано с вариа- 
ционным принципом, известно как уравнение Эйлера — Ла- 
гранжа. Оно является необходимым, реже — достаточным ус- 
ловием, которому должна удовлетворять функция, максимизи- 
рующая или минимизирующая определенный интеграл. В про- 
стейшей задаче вариационного исчисления требуется найти 
минимум интеграла 

Χι 
Г(и) = \ F (x, u(x), и’ (x)) dx, 


Xo 


где граничные значения U(X) и и(х!) заданы, а штрих озна- 
чает дифференцирование по х. Необходимым (но не доста- 
точным) условием существования минимума является диф- 
ференциальное уравнение 


которому должна удовлетворять функция и, доставляющая 
минимум функционалу J(u). Приведем обобщение этого фак- 
та для следующих ситуаций. 


(1) Случай двух неизвестных функций. Минимизируемый 


интеграл есть 
x 


I(u, в) = (F (x, u(x), v(x), wu’ (x), ο΄ (x)) dx, 


Xo 


где значения и (хо), μ(χι), U(Xo), U(x1) заданы. Необходимые 
условия таковы: 


вена с 
ди ах ди’ у 
OF d OF 
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(2) Случай функции двух переменных. же = 
интеграл 


1(u) =| F(x, υ, u(x, 9), wet, 9), пуб νὴ) ἀκ dy, 
| К 


где и принимает заданные значения на границе области инте- 
грирования Ю. Необходимое условие минимума: 


(3) Наличие высших производных. В задачах со вторыми 
производными минимизируется интеграл 


(и) = У. (x, u(x), и’ (x), и” (x)) ах, 


Xo 


где значения U(X), μ΄ (Χο), и(х1), μ΄ (Χι) заданы, a соответст- 
вующее необходимое условие есть 


Ρας. ΒΡ Cpe d? OF 
ди «dx ди’ ах? ди’ 


(4) Условный экстремум. В таких вариационных задачах 
функция и(х) должна удовлетворять ряду дополнительных 
условий. Здесь ищется экстремум одного интеграла при усло- 
вии, что другие интегралы сохраняют постоянные значения. 
Такие задачи называют изопериметрическими. В качестве 
примера рассмотрим задачу о нахождении экстремума инте- 
грала 


=, ==0. 


Г(и) = ( F(x, u(x), α΄ (x) dx 


при условии, что u(x) удовлетворяет ΤΕΝ 
x1 


\ G(x, u(x), и’ (х)) ах =a, | _ (2.3) 
№ 
где © — заданная константа. Необходимое условие экстрему- 
- ма заключается в том, чтобы 


6 (F + AG) d OU AG): ᾿ 
Ou dx ди’ 


где численное значение параметра A находится из условия 
(2.3). В. качестве простого примера изопериметрической за- 
дачи приведем следующую. Необходимо найти форму прови- 
сающей однородной струны с закрепленными концами. Здесь 


0% 
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требуется найти кривую U(x), проходящую через точки (Χρ, uo) 
и (χι, и!) и минимизирующую интеграл 


\ u(1 + и?) dx 
Χα „ 


при условии, что интеграл 


x1 


Ка dx 


Xo 
имеет фиксированное значение. 
Упражнение 1. Покажите, что длина кривой, соединяющей 
две точки (Xo, Uo) и (Χι, и!), есть 


x1 


I(u) = \ (1-Е ὑ΄315 dx, 


~ Xo 


Используя соответствующее уравнение Эйлера — Лагранжа, 
найдите путь наименьшей длины между этими точками. 


Упражнение 2. Найдите кривую и(х), проходящую через 
две точки (Xo, Uo) и (Χι, и!) и дающую минимальную площадь 
поверхности вращения, при вращении кривой вокруг оси х. 

Упражнение 3. Покажите, что уравнение 

д?и 
9х2 κ αν ναὶ τ = та >t f (x, у, = 2) =0 


является необходимым условием минимизации интеграла. 


I (u) = К м + и, + и? — uf (x, у, z))dx dy dz, 
| |. | 


когда на поверхности OR, содержащей объем Ю, функция. 
и(х, у, =) задана. 

Прежде чем идти дальше, дадим несколько примеров ва- 
риационных принципов и эквивалентных им уравнений Эйле- 
ра — Лагранжа. В этих примерах функции определяются в об- 
ласти Rc границей OR. 


‘(1) Задача Дирихле для уравнения Лапласа. 
1 
Г(и) = \\ 5 (4+ us) ах dy, 
R 


Ux, + Uyy=O0 (и задана Ha OR). 
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(2) Нагруженная пластина с ЛЕНЫ краем. (Бигар- 
монический оператор) 


ιω-)}5 > [Ен + ut, — 29и] ахау 


| (υ-----0 на aR), 
Uxexx FH 2Иххуу + Uyyyy =9 Οι Ὁ]. 


Здесь g(x, у) — нагрузка по нормали на пластину. 
(3) Теория упругости при малых деформациях. (Плоское 
напряженное состояние.) . 


Ев, 3} = \\ 5 ПОЕТ 
ἘΝ 


+5 (1 =v) (uy 1-οὐ)]άχ dy, 
их + V0xy + τ] — V) (Uyy + υχῳ) =0, (и, о заданы на OR), 
Ὅν + WU ху += (1 р у) (Wry + Охх) = 0. 
(4) Радиация (e“) и диффузия молекул (и?). 
т 2 
Ки) = \ > (ue * dx dy, 
ΠΕ 5Η } τά 


3H 


и 


е 
= 2 (и задана на OR). 
(5) Задача Плато. (Найти поверхность минимальной пло- 


щади, ограниченную замкнутой кривой в трехмерном прост- 
ранстве.) 


I(u) = \\ 5 (i+ 42+ 2)!” dx dy, 

9 | 
Viv) У (м) = 0, = (и, + и). (и задана на OR). 
(6) Неньютоновские жидкости. 


Ги) = \\ | (и μλγ! 15} си] dx ау 
R 


У (V2) Уи = с, уз = (м, у, (- >< $<0), (с — const), 


(и задана Ha OR), 
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(7) Течение сжимаемой жидкости. 


(р) = | \ рах 0 — ПЛОТНОСТЬ, 
R р — давление, 


У (ον) = 0 ф — потенциал скорости. 


Из этих задач первые три — линейные, четвертая — слабо 
нелинейная, последние три — нелинейные. 


2.3. Граничные условия 


Стационарные задачи, описанные в предыдущем разделе, 
таковы, что искомая функция задана на границе и не может 
там варьироваться !). Однако во многих задачах функция не 
задана на границе, и применяют другие граничные условия. 
Рассмотрим, например, (Курант и Гильберт, 1951, стр. 163— 
164) вариационную задачу, состоящую в минимизации инте- 
грала 

x1 


Г(и) = \ Е (x, и, и’) ах, (2.4) 


te 


где и не задана в точках X = Xo, χι. Необходимое условие ми- 
нимизации / (и) состоит в том, что и(х) удовлетворяет уравне- 
нию Эйлера — Лагранжа 


Ρα OF _4 
Ou dx Ou 


и граничным условиям 


OF 


эт =0 (x = Xo, X1). 


Последние известиы как естественные граничные условия, 
поскольку они следуют непосредственно из минимизации ос- 
новного интеграла. Если граничные условия задачи не заданы 
непосредственно и не определены естественные граничные ус- 
ловия, минимизируемый функционал необходимо должным об- 
разом изменить. 

Рассмотрим следующий модифицированный вид (2.4): 


Χι 


Ги = \ F(x, и, и’) ах- [ει(ν, Meas, — [gots Moxy 


χο 


1) Часто такие граничные условия называют главными, в отличие от 
естественных, см. ниже. — /Л/Лрим. перев, 


2.3. Граничные условия ie 39 


где go(x, и) и gi(%,u) — произвольные функции. Необходимым 
условием минимизации этого функционала является (см. Шех- 
тер 1971, с. 35) уравнение 


г тт τὲ АИ 
< граничными условиями 
OF во «ο 
aa? ty =0 =X), 


9 | 
5 + — ia == () (x = x)). 


Таким образом, с помощью функций ροί(χ, и) и σι(Χ, и) можно 
получить подходящие граничные условия задачи. Например, 
_ вариационная задача, эквивалентная дифференциальному 


уравнению 
и" + f (x) =0 


с граничными условиями 
и аи =0 (=), 
и-НВи=0 (х=х)) 

имеет функционал 


(и) = | [= и" — f (x) αὶ ἀκ -|- [5 вм] — [= a : 


xX 


Если теперь мы рассмотрим двумерную вариационную за- 
дачу, состоящую в минимизации интеграла 


I (u) = \\ ув Hy) at dy, 
R 
где и не задана на границе области R, необходимое условие 


минимума состоит в том, что и удовлетворяет дифференциаль- 
ному уравнению 


OT TY I a = 
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dx 
Puc. 7. 


Ν 


на кривой ΟΝ, являющейся границей Ν. Если угол между 
нормалью к OR и осью х равен @ (см рис. 7), το cosa = 
= dy/do и sina = —dx/do, где с означает длину дуги вдоль 
границы. В более общем случае двух искомых функций и ид 
(Хильдебранд, 1965, стр. 135) получается дополнительное 
уравнение Эйлера — Лагранжа для о 


dv, do dv do = 


Если граничные условия не определяют явно граничные 
значения и (или 9) или не являются естественными, то снова 
необходимо изменять функционал. Рассмотрим это на при- 
мере двумерной задачи со вторыми производными в подын- 
тегральном выражении. Пусть требуется найти функцию 
и(х, у), доставляющую стационарное значение функционалу 


I (ua) = Πρ, 2, Ἐκ Ὅς ἑν. ἄχθεσθε 
R 


-|- \ сан ща 
OR 


где 0/do и д/дп — операторы дифференцирования по направ- 
лениям касательной и нормали к кривой OR. Интегрирование 
по OR осуществляется так, что область R при движении вдоль 
OR оказывается слева (движение по OR против часовой стрел- 
ки). Необходимое условие минимума /(u) — уравнение Эйле- 
ра — Лагранжа 


д 


а 3g a 
в де №. -ὄμ Ча ux Г Ox dy Uxy © oy? 


нуу 


΄ 
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с граничными условиями 


в и 
— Uae Face Ри) ах + 
нк - (+ 
ее а (Е fa) 4} + 
+ G, —~ 2.6, + 2 Gu, = 0, (2.5) 
24+ (+E) + BEE ᾳ5 


Функция С выбирается так, чтобы граничные условия (2.5) и 
(2.6) соответствовали естественным граничным ЕЕ: за- 
дачи. 


2.4. Смешанные вариационные принципы !) 


Рассмотрим теперь теорию упругости при малых деформа- 
циях и принцип минимума потенциальной энергии, изложен- 
ный в примере (2) разд. 2.6. Этот принцип предполагает, что 
имеют место определенные соотношения между напряжением 
и деформацией и между деформациями и перемещениями, а 
также выполнены кинематические граничные условия. 

Если ослабить два последних условия и рассматривать их 
как множество ограничений, то можно написать модифициро- 
ванный функционал вида 


Г(и, υ, и) =1,— \\\ (ee - 32) a1 ax — ss 
7 Ro 


ых 


— \u—apido— Ἶίυ-- δ)βιάσ-- |\~w—a)p,do, (2.7) 

ба ба ба 
где /› — функционал потенциальной энергии, αι, ..., Ge, Bi, 
Bo, Вз — множители Лагранжа. Независимыми варьируемыми 
величинами являются три перемещения, шесть деформаций и 
девять множителей Лагранжа. Из (2.7) можно получить мно- 
го смешанных вариационных принципов. В частности, если 


41 == Ox, ..., Ag = Tx, βι = Ox, В2 = oy, Вз = 92, 


1) Этот раздел лучше читать после раздела 2.6. — Прим. перев, 


42 Гл. 2. Вариационные принципы 


то получается принцип Ху — Васидзу, а при 
1 = 9, зо), Ag = T2x 


возникает принцип Рейснера — Хелингера. 
Функционал, связанный с принципом Рейснера — Хелинге- 
ра, можно записать как 


Ira = о \\\(GE+- 7 a Spas 
R 


R 
+ \ (lo, + mtyy +t, — X)udo+ 
ει ἃ | (τιν + moy + пли, — У) 040+ 


-- \ ([t2, + тт, по. — Z)wdo, (2.8) 


So 


Где /с — функционал дополнительной энергии. 

Принципы Ху — Васидзу и Рейснера — Хелингера являют- 
ся смешанными принципами и утверждают стационарность, 
а не экстремальность значений функционала для реальных 
состояний. Несмотря на это, в приближенных методах (на- 
пример, в методе конечных элементов), основанных на сме- 
шанных вариационных принципах, достигается примерно 
одинаковая точность таких величин, как перемещения и на- 
пряжения, тогда как при использовании принципа минимума 
энергии хорошая точность может быть получена либо для пе- 
ремещений, либо для напряжений, HO не для обоих одновре- 
менно. 

Более полное обсуждение смешанных вариационных прин- 
ципов и полное определение величин, использованных в (2.7) 
и (2.8), имеется в книге Васидзу (1968) и Табаррока (1973). 


2.5. Вариационные принципы в нестационарных задачах 


Наиболее важным и фундаментальным из таких вариаци- 
онных принципов, использующих и время в качестве независи- 
мой переменной, является принцип Гамильтона, из которого 
могут быть выведены основные уравнения для большого 
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числа физических явлений. Принцип Гамильтона утверждает, 
что реальное движение системы материальных точек с мо- 
мента времени & до момента {1 таково, что интеграл по вре- 
мени от разности кинетической и потенциальной энергий си- 
стемы стационарен для траектории этого движения. Матема- 
тически это означает, что интеграл OT лагранжиана L 


= ра а У) dt, 


th to 


где Г и У есть соответственно кинетическая и потенциальная 
энергии системы, имеет стационарное значение для реальной 
траектории по сравнению с близкими возможными траекто- 
риями. Для системы с п обобщенными координатами Qj, 42,... 
..., On связанные с этим принципом уравнения Эйлера — Ла- 
гранжа оказываются такими: 


2 (5=)-— sn (T ee (Feely Qos ay ἡ 


На них обычно ссылаются как на уравнения Лагранжа дви- 
жения системы. 

В качестве простого примера применения этой теории к 
сплошной среде рассмотрим случай гибкой струны, на кото- 
рую действует постоянное натяжение τ. Концы струны закреп- 
лены, и она совершает малые колебания около положения 
устойчивого равновесия — интервала 0 < х <1 оси x. Если 
u(x,t) — перемещение точки струны eee ae оси X, 


= ol (Jan va tole (H)'an 


где р — плотность струны и Οὗ = т/о. Уравнение Эйлера — 
Лагранжа 
д?и 9 д?и 


9 — ‘бя 

является волновым уравнением. Таким образом, для струны 
волновое уравнение эквивалентно требованию минимальности 
усредненной разности полной кинетической и потенциальной 
энергий струны в предположении выполнения начальных и 
граничных условий задачи. Другими примерами применения 
этой теории служат колебания стержня, мембраны и пласти- 
ны (Курант и Гильберт, 1951, стр. 215—221). 

Вариационные принципы, включающие время как пере- 
менную, пока еще редко используются для численного реше- 
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ния эволюционных задач. Они обычно решаются полудискрет- 
ными методами Галеркина (см. гл. 6). 

Теперь перейдем к нестационарным диссипативным систе- 
мам и покажем, как можно построить для них вариационные 
принципы. Применяемый метод состоит во введении сопря- 
женной системы с отрицательным трением. Энергия, теряе- 
мая диссипативной системой, передается сопряженной систе- 
ме, и поэтому полная энергия обеих систем сохраняется. Дру- 
гой подход, основанный на ограниченных вариационных прин- 
ципах, можно найти у Розена (1954). В качестве примера рас- 
смотрим одномерный осциллятор с трением. Уравнение его. 


движения есть | 
| ¥+keE+n?x=0 (>00). 


Требуется найти вариационный принцип, для которого урав- 
нение Эйлера — Лагранжа совпадало бы с этим уравнением. 
Это невозможно сделать, но если мы рассмотрим также со- 
пряженный осциллятор (описываемый координатой х*) с от- 
‚рицательным трением и с уравнением движения 


x* — kx* + n?2x* =0, 
TO для построенного чисто формально лагранжиана 
9 © 1 - e 
L= ix" — (Я — xx") — xx" 


уравнения Эйлера — Лагранжа совпадут с приведенными вы- 
ше уравнениями движения обоих осцилляторов. 

‚ Другим важным примером диссипативной системы являет- 
ся задача о диффузии тепла. В одномерном случае она опре- 
деляется уравнением 


к. 
ОЕ. Ge 
Тогда сопряженную задачу определит уравнение 
ἄμ; Bet 
a ΩΝ 


Эти два уравнения являются уравнениями Эйлера — Лагран- 
жа для формального лагранжиана 


ao i. Ou θα. bs a= δα" 
μοδα vised = 51: ὯΙ ot № 


2.6. Двойственные вариационные принципы 


До сих пор наши вариационные принципы были «односто- 
ронними», т.е. приближенное решение всегда давало оценку 
теоретического решения задачи либо сверху, либо снизу. Од- 
нако часто можно для задачи построить два вариационных 
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принципа так, что некоторая величина 4 дает минимум для 
одного и максимум для другого вариационного принципа. Если 
4“ и d' — приближенные решения для принципов минималь- 
ности и максимальности соответственно, то 


ad =". 


и поэтому мы имеем практический метод оценки величины 4. 
Часто оказывается, что величина 4 имеет физический смысл. 
Теперь мы дадим несколько примеров задач, в которых 
можно построить двойственные вариационные принципы. 
(1) Классическая задача Дирихле. Здесь минимизируется 
функционал 


[ (uy) = \\ 5 (uz + ο) dx dy 
R 


на множестве непрерывных функций U(X, у), имеющих в об- 
ласти R кусочно-непрерывные первые производные и задан- 
ные значения и = } (0) на OR, где с — длина по OR, границе К. 
Двойственная задача состоит в максимизации функционала | 


7 (5) = — 65 (02+ vi) dx dy — | of (с) do 
R OR 


относительно непрерывных функций υ(χ, у) с кусочно-непре- 
рывными в R первыми производными, которые удовлетворяют _ 
естественным граничным условиям на ОК. В этом примере 


min | (и) = max J (5) = 4. 
u о 


Численная реализация этого двойственного принципа приво- 
дится в разд. 7.4 (С). 


Упражнение 4. Поток несжимаемой невязкой жидкости 
параллелен оси x. Вычислите J(u) и J(v) в этой задаче, счи- 
тая Καὶ квадратом 0 <= x, y<1, и покажите, что их экстре- 
мальные значения совпадают. (Отметим, что и есть функция 
тока, а о — потенциал течения.) 


‚ Упражнение 5. Покажите, что необходимыми условиями 
максимума / (9) являются уравнение Эйлера — Лагранжа 


i Vyy =0 


‚ И естественные граничные условия 


ах ау 
°y dg — ба Г 09). 
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(2) Теория упругости при малых деформациях (Васидзу 
1968). Пусть изотропное тело в трехмерном пространстве за- 
нимает область R, ограниченную замкнутой поверхностью OR, 
Компоненты объемных сил (на единицу объема) обозначим 
через X, У, 2. Поверхность тела разбита на две части: So, на 
которой в качестве граничных условий заданы внешние силы 
(на единицу площади) (Х, 7, 2), и Sa, на которой заданы пе- 
ремещения (i, 9, W); при этом ДЮ = ὃς + δα. Тогда общая 
потенциальная энергия дается формулой 


Гр = АА W (ε., &y, 62, Ууг» Vex» Ух) AX — 
R к 


— (\{ (хы + Уо- Ζω) dx — { (Xu+ Pot Zw) do, 
| Gee 


бо 


где 


Υ Εν 


Ε 
= FTF aay (Met и +O.) Ри у Ue + Oy + 9) + 
+ aay ©. wy)? + (we + ue)? + (Uy + о, 


а Е — модуль Юнга и у — коэффициент Пуассона для данной 
среды. Если объемные и поверхностные силы не изменяются 
в процессе вариаций, [› достигает минимума при реальных 
перемещениях. В этом состоит принцип минимума потенци- 
альной энергии. 

Дополнительная энергия имеет вид 


1e=\\\ @ (xs Oy σ., tyes τει, τευ) ἆκ-- | (Ха Уб + 20) do, 
R | θ᾽ 


где 
= πε[ίσ, a „+ o,°+2(1+%)(2,+72,4+ τὸ, — 
— 0,0, — 0,0; — o,0,) |. 


Если поверхностные перемещения остаются неизменными 
при вариациях, /- достигает минимум при реальных напря- 
жениях. Это — принцип минимума дополнительной энергии. 
С помощью этих двух принципов удобно оценивать коэффи- 
циент прямого влияния или обобщенное перемещение (Пиан, 
1970). 


Упражнение 6. Покажите, что У = ф, если выполнены 
следующие линейные соотношения между напряжением и де- 
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формацией: 
Ee, = 0х — № (0, + о.), ἘΝ 2-9) 5 у) Yue 


Ее у a Oy eh: (сх к 02), тах > 9 2(1 +) + ν) \Угх, 


Ee, = 0, — \ (в, + Oy); ο; πας wa cy Ухи. 


Упражнение 7. Покажите, что необходимыми условиями 
минимума потенциальной энергии 


ae Sacra aay ts + oo) + 


+ spy (+3) + apy (Hy + о, I de άν 
являются уравнения Эйлера — Лагранжа 
(2 — 2v)u,, + (1 — 2v) Uyy αμ Эху >= 0, 
(2 — 2%) vyy + (1 — 2%) эхх + их, =0 
и граничные условия 
2(1 ея (1 — 2%) и, sina + (1 — 2%) о, sina + 
+ 2vu, соз а =0, 
2vu, зт а - (1 — 2%) и, соза-{ (1 — 2%) о, соза + 
+2(1—v)v,sina=0 
на границе OR области R (см. рис. 7). 


(3) Течение сжимаемой жидкости (Севелл, 1969). Соответ- 
ствующие объемные подынтегральные выражения, которые © 
появляются в двойственных вариационных принципах, суть 
давление р и величина`р + ру?, где р — плотность, а о — ско- 
рость жидкости. Здесь 


ρ--ρίοι, h, η), 


где о; (1=1, 2, 3) — составляющие скорости, A и η полная 
энергия и энтропия, приходящиеся на единицу массы соот- 
ветственно. Из этих принципов следует, что 

др у др 
до, == ET, as 3), Oh 9, =—=— of, 
Здесь Qi: = ри; (1=1, 2, 3), a Т — температура. Вводится 
функция 


3 
| P=P(Q;, h, n) = 2, Wi + P, 


48 ! > ‘Tn. 2. Вариационные принципы 
‚для которой ; 
oP 
90, 


Двойственные вариационные принципы, включающие ри P 
соответственно, могут усилить принципы экстремальности ча- 
стных случаев течения сжимаемой жидкости. 

Две попытки унификации двойственных принципов пред- 
приняты Севеллом (1969) и Артурсом (1970). Первый из них 
использует преобразования Лежандра (или инволютивные 
преобразования), второй — каноническую теорию уравнений 
Эйлера — Лагранжа. Превосходный обзор двойственных ва- 
риационных принципов вообще ae ges в статье Нобла 
и Севелла (1972). 


OP дР 


= VU; [----- 2, 3), DA ὦ νε 


ΓΠΑΒΑ 3 


_ МЕТОДЫ 
АППРОКСИМАЦИИ 


Вариационная формулировка вместе с присущими ей 6ο- 
лее слабыми требованиями непрерывности естественно пере- 
носится на приближенные методы решения, называемые 
обычно прямыми методами (Курант и Гильберт, 1951, 
стр. 154; Нечас, 1967). Применение этих методов сводит за- 
дачу к нахождению стационарных точек функции конечного 
числа вещественных переменных. 3 

В этой главе, однако, мы рассматриваем лишь одно семей- 
ство прямых методов, а именно методы конечных элементов. 
Дается описание различных классов методов конечных эле- 
ментов совместно с немногочисленными примерами из обшир- 
ной области их применения; в гл. 7 приводится дополнитель- 
но еще несколько примеров. Вопросы точности и сходимости 
методов обсуждаются в гл. 5. 


3.1. Метод Ритца 


Создателем классического прямого метода обычно считают 
швейцарского математика В. Ритца ΗΕ Если тре- 
буется решить вариационную задачу 


61 (5) =0 (u(x)= #), (3.1) 


где x =(х1, ..., Xm) Ἡ A — пространство допустимых функ- 
ций, приближенное решение и может быть получено, если 
ограничиться функциями из некоторого №-мерного подпрост- 
ранства Ky < 26. Сразу ясно, что если стационарная точка 
в (3.1) дает экстремум, то мы получаем оценку этого экстре- 
мального значения. Другими словами, если 


61 (90) oe 0, 

_ тогда и только тогда, когда 

Ι (υρ) = min [| (9) =а 
i — . 


TO 
l(V)>d 


для всех У & Ky. 
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Если функции $:(х) (1=1,..., №) образуют базис под- 
пространства Ky, то будем искать приближенное решение 
в виде. 


ао 
U (x)= >} αιφι(ὸ, 
причем значения искомых параметров ДОЛЖНЫ быть такими, 


что /(U) стационарно относительно этих параметров a (i = 
—1,2,..., N). Таким образом, получается система уравне- 


НИИ 
д 2 ἜΚ | 
a ол) -—о (=1, ...у №). 


Применим, например, метод Ритца к решению следующей за- 
дачи. В области — Σ n<x,y< ул решить уравнение 
а са (3.2) 
при условии, что 
и (x, ++) =0 (α1--5), 
(1. y= (и<: 


Построим кусочно-билинейное приближенное решение по ме- 
тоду конечных элементов, используя метод Ритца, применен- 
ный к соответствующему этой задаче вариационному принципу 


δί (υ) = 0, 


(3.2а) 


причем 


I (υ) = | \ [= (52 + 9.) a 0] dedi (3.3) 
`В 


n= (—3.4)x(-# 9): 


В предыдущей главе было указано, что если на границе 
значения решения заданы (граничные условия Дирихле), то 
эти условия налагаются на пространство H, тогда как в слу- 
чае задания естественных граничных условий это не является 
обязательным. В данной задаче необходимо ограничиться про- 
странством & функций, удовлетворяющих граничному усло- 
ΒΗΙΟ v = 0. | 

Аппроксимирующие функции определены на области КЮ, 
разбитой на (7 + 1)? квадратных элементов посредством 2Т 
равно расположенных внутренних линий сетки, параллельных 


где 
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осям (см. рис. 3). Тогда N(=T?) базисных функций Qi; (x, у) 
(i,j = 1,..., Г) подпространства Ky, определенных в гл. | 
(упражнение 6), принадлежат, очевидно, пространству &®,. 
так как они все обращаются в нуль на границе. 
Приближенное решение имеет тогда вид 
Τ 


U (x, τα, ‚ Чифи (κ, 9), (3.4) 


где О; — значение приближенного решения в точке (хр, yj). 
Условием стационарности является система уравнений 


T 
i( Σ Оыфы (x; 9) --0 (i, j= l, ...› Г). (3.5) 
1 = 

Отсюда и из (3.3) получаем 


yu 


ЭФ; 


Сна 
+2\\ oj dxdy=0. 
« | 


Непосредственное вычисление интегралов приводит к уравне- 
НИЯМ 


pi i+1 ΓΕ | 
yee) > Un tee). Фра В 
kmi—1l=j—1 


где Uz, = 0, если К, [ =0, T+ 1. Эти уравнения можно запи- 
сать через разностные операторы так: 


0-9 =0 (i, j=1,..., Т), 


2 
где 6», ὃν — центрированные разностные операторы второго 
порядка, а /x, ἵν — операторы «правила Симпсона», опреде- 
ленные равенством 


LU 1 = Wry + Uy И 


и аналогично для Jy. Приближенное решение в узловых точ- 
ках, изображенных на рис. 8, приводится в табл. 1; вследствие 
симметрии необходимо изображать только одну восьмую об- 
ласти. Точное решение в этой задаче есть 


u(x, у) = 
8 (--6 Fl. - ch (Qk — Пу 
--(ξ 5) а ых Wk — 0} ch(@k = 1/5) 603 (24 — I) x. 
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(237) 


Puc. 8. 


Если уравнение (3.2) снова решается в области — ; <х, HX 


π 
< 9» но заданы естественные граничные условия 


= 
Е (121<5), 


— 
Е (<=). 


пространство допустимых функций содержит также функ- 
ции, не равные нулю на границе. Аппроксимирующее подпро- 
странство также должно содержать такие функции, поэтому 
мы берем дополнительные базисные функции φη(αΧ, у), COOT- 


Таблица 1 
Решение 
Точка Т == 3 Т=7 T= 15 Точное 
1 — 1.534 — 1.473 — 1.459 — 1.454 
2 — 1.321 — 1.308 — 1.304 
3 —0.950 —0.907 —0.897 —0.894 
4 —0.370 — 0.362 —0.359 
5 — 1.394 — 1.381 — 1.376 
6 —1.089 —1.078 — 1.075 
7 —0.566 —0.559 —0.556 
8 — 1.278 —1.146 —1.135 —1.132 
9 —0.666 —0.660 —0.658 
10 —0.698 —0.692 —0.690 
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Угловая 
граничная 
точка 


Неугловая. | 


граничная 
точка 


Внутренняя 
точка 
области 


Рис. 9. 


| π 
ветствующие граничным точкам (Xi, yj) с Χι, у = 5. Та- 


кие функции не равны нулю самое большее на двух элемен- 
тах, как показано на рис. 9(a), остальные же базисные функ- 
ции отличны от нуля на четырех элементах (см. рис. 9(b)). 


Упражнение 1. Используя метод Ритца и кусочно-били- 
нейные базисные функции, вычислите коэффициенты урав- 
нения 


{ 


предполагая, что точка (х:,у;) есть (а) угловая точка и 
(6) точка на стороне. Здесь берутся естественные граничные 
- условия, /(v) задан в (3.3). 


Системы уравнений 


Метод Ритца можно применять и к решению систем диф- 
ференциальных уравнений с частными производными в тео- 
рии упругости при малых деформациях. Вообще, если мы бе- 
рем приближения вида 


Νι | 
U =} оф, И = 2. Вир: (3.6) 
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и ищем стационарную точку функционала [(0, У) относитель- 
но U u У, то получаем mo -- № уравнений 


(Som, Σ №) 0 (= 1, ...у ΝΙ), 


j=l kml 


Νι 
a (> α/φ), > вы) =0 (1=1,..., №). 


j=1 k=l 


(3.7) 


8.2. Граничные условия 


Мы показали, как методом конечных элементов могут 
быть решены задачи двух различных типов. Вначале мы рас- 
смотрели однородные граничные условия Дирихле и = 0. 
В этом случае все допустимые функции должны удовлетво- 
рять этим условиям. Затем мы рассмотрели однородные гра- 
ничные условия Неймана ди/дп = 0. Здесь на допустимые 
‘Функции никаких ограничений не накладывается, поскольку 
граничные условия являются естественными для функционала 
(3.3). 


Граничные условия Дирихле 


‚В общем случае граничные условия Дирихле необходимо 
вводить как дополнительные условия на аппроксимирующие 
функции. Это ‘легко сделать если нам нужно решить в неко- 
‘Topo области Ю < К” линейное дифференциальное уравнение 


Au = f | (3.8) 
‚ при условии, что | 
ι--ρ 

_ на границе OR, причем g является гладкой функцией, ΠΟΠΥ-᾽ 


‘скающей явное аналитическое продолжение внутрь R, т.е. 
_ задана такая гладкая функция WwW, что 


ш= а 


на OR, a Aw определена всюду в К. В этом случае можно рас- 
сматривать приближенное решение вида 


Ν | 
Uz w+ >. α;φ;, (3.9) 
где все ф; равны нулю на OR (Синж, 1957). Поскольку функ- 


ции вида (3.9) образуют линейное многообразие, а не линей- 
ное пространство, часто для математического анализа удоб- 
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нее слегка изменить задачу. После такого изменения задача 
аппроксимации приобретает структуру классических прибли- 
жений, описанных в разд. 1.3 и 1.5. Следует подчеркнуть, что 
численных расчетов это преобразование не затрагивает; ме- 
няется лишь математическая формулировка задачи. Следую- 
щее упражнение иллюстрирует это. 
2 
Упражнение 2. Пусть f = 0, g = — 5 2+ y’), A= —< — 
2 


38 
— 5: и уравнение (3.8) рассматривается в области _> Ὁ Ms 


у<-5. Пусть 


1 ь 
w(x, у) = & (х, )у=— 5 (У). (3.10). 
Решите уравнение 


Alo (x, y)— > (x? + | = 
т. е. | 


— 2=0 3.11 

9х2 т πα 8 πε ειπε ( . ) 
с условием v == 0 на границе. Используя решение этого ypaB-- 
нения, заданное табл. | или любым другим способом, вычис- 
лите решение в узловых точках, изображенных на рис. 8, и. 
сравните это приближение с точным решением 


aie, y= — (=) - 5 (ye — x) + 


_(—10* ch (Qk—1)y 
κα УЖ Gk — 1) <= л/а COS (2k — 1) He. 


Другой подход κ аппроксимации граничных значений 


К сожалению, во многих пр2ктических задачах граничные- 
условия Дирихле недостаточна гладки, чтобы гарантировать. 
возможность явного аналитического продолжения. В таких. 
задачах может оказаться удобным как-то аппроксимировать. 
граничные данные, используя базисные функции Q;, не обра-- 
щающиеся в нуль на границе. Таким те мы получаем. 
приближенное решение вида 


0. = Σ QiDi, 


где некоторые из αἱ фиксируются начальными данными. Их 
можно подобрать, например, так, что приближенное решение: | 
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интерполирует граничные условия. Остальные параметры, со- 
ответствующие внутренним узлам, вычисляются по методу 
Ритца. Приближения такого типа не укладываются в рамках 
классической формулировки метода конечных элементов по- 
средством вычисления вариаций, однако ниже, в гл. 5 пока- 
зано, что, если все сделано правильно, точность аппроксима- 
ции не уменьшается. Широкое признание получил другой под- © 
ход (Брамбл и Шатц, 1970; Бабушка, 1973; Нитше, 1971), в. 
котором неоднородные граничные условия Дирихле вводятся 
C помощью так называемого функционала штрафа. Включая 
граничные условия в функционал, можно удалить все ограни- 
чения на аппроксимирующее подпространство Км. Например, 
если даны дифференциальное уравнение (3.2) и граничное 
условие и = &, можно использовать функционал 


10 НС + ани 


+ | (υ -- в)? 4в. (3.12) 


ΟΝ 


Ясно, что, если ограничений на аппроксимирующие функции 
нет, стационарная точка функционала (3.12) соответствует 
решению уравнения (3.2), удовлетворяющему етественному 
граничному условию 


μ--(λ-)-5----ᾱ 


на ΟΝ. Неоднородные граничные условия Дирихле еще встре- 
TATCA позднее в этой главе, когда будет описываться метод 
наименьших квадратов. | 

Неоднородные граничные условия Неймана или смешан- 
ные граничные условия могут быть включены в функционал 
аналогично (3.12) без внесения ограничений на аппроксими- 
рующее подпространство. 


3.3. Метод Канторовича (или полудискретный метод) 


Другим подходом к применению прямых методов аппрок- 
симации является получение приближенного решения вида 


Ν 
И = 2. A:Pi, 


Tle неизвестные коэффициенты α; (i = 1,..., №) уже He ска- 
ляры, а функции одной из ΗΕΘΒΒΒΗΟΗΜΗΙΧ переменных, напри- 
мер, х!; тогда ф; рассматриваются как функции оставшихся 
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т — | переменных, т. Ε. 
М 
О (x1, Ло 20-09 Xin) = 2. Q; (x1) Q; (Xo, Хз, ...» Xm) 


Этот метод часто связывают с именем Л. В. Канторовича 
(Канторович, 1933); он лежит в основе большинства конечно- 
элементных методов решения нестационарных задач, рассмот-. 
ренных в гл. 6. В применении к краевым задачам метод Кан- 
торовича весьма похож на хорошо известный метод прямых 
(Березин и Жидков, 1962). 

Рассмотрим метод Канторовича на простом примере по- 
лучения приближенного решения уравнения (3.2) с граничны- 
ми условиями (3.2а). Берется аппроксимирующее подпрост- 
ранство Ky, содержащее функции только одного аргумента и; 
по (3.2а) такие функции будут удовлетворять условиям 


(==) =:(5-)=0 @=1,2,..., М). 
Приближенное решение вида 
5 | 
У (x, y) = 2. a; (x) φ; (у) (3.13) 
вычисляется путем минимизации функционала J(v). из (3.3) 
относительно неопределенных функций a; (i = 1,2, ..., М). 


Чтобы сделать это, необходимо сначала переписать функцио- 
нал / следующим образом: 


д 
и 
(Σ чи), 0, ..., Qy) = | Е (αι, Ὑ ΣΤ αγ) ах, 
It 
| 2 


1. 
+= | vo, duit Da | 9, dy. (3.14) 
π π 
= a 


Это можно сделать, так как функции gq; (i = |, 2, ‚ №) из- 
вестны, а интегралы в (3.14) можно вычислить точно. Чтобы 
получить стационарчую точку функционала J(a, ..., αν), 
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мы поступим согласно процедуре, описанной в предыдущей 
главе, и получим уравнения Эйлера — Лагранжа, соответст-. 
вующие вариациям каждой αι(χ) (ἰ-- 1, ‚ №). Это необхо- 
димо делать с учетом того, что коэффициенты Qi уже не про- 
сто скаляры. Поэтому они определяются из системы М урав- 


нений 

ее © г) =0 ( (=1:... М), 

σα; 
где штрих означает дифференцирование по xX, a Γ(αι,..., ἄν) 
определяется в (3.14). Поэтому неизвестные функции a; (i == 
=1,..., N), входящие в приближенное решение (3.13), по- 


лучаются из системы обыкновенных дифференциальных урав- 
нений 


Ν 
δ (a,c,,—a/d,,)=6, (=1,..., М), (3.15) 
где 
2 dy, ἀφ 
ἰ 1 
cum | Ἕν ву 4 
и 
2 
= 
2 
a,j = | φιῳι dy, 
μα 
2 
| 
2 
В; = — | 29, dy, 
sae 
2 


при условии, что α; (— +) =a, (+) ОА НЙ, ee ΜΙ, 


Упражнение 3. Решите систему уравнений (3.15), исполь- 
зуя кусочно-линейные базисные функции wy; (Г =1,..., №), 


π It 
определенные на интервале |-- 5. >| с равномерным раз- 


биением по формулам (1.3). Сравните результаты, получен- 
ные для различных значений N, с приведенными в табл. |. 

Полудискретный метод можно применять к задачам как 
с неоднородными граничными условиями Дирихле, так и с 
естественными граничными условиями. Процедура усложня- 
ется, когда функционал нужно дополнить интегралами по 
границе, 
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Упражнение 4. Найдите функционал J (a, ..., @м), KOTO- 
рый можно было бы использовать для получения решения 


π IU 
уравнения (3.2) в области ---- <х, у< 5 при условии и = 
= с на границе. 

Вообще говоря, при решении краевых задач полудискрет- 
ный метод эффективен только при условии, что получающая- 
ся одномерная задача может быть решена непосредственно и 
точно. Несколько таких примеров есть у Эльсгольца (1958), 


с. 152. Применения к задачам с начальными данными имеют 
большее значение, и мы будем иметь с ними дело в гл. 6. 
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Пока что в этой главе мы рассмотрели ряд методов аппро- 
ксимации решения и(х) линейного дифференциального урав- 


нения | 
| Я—==] _ 6.16) 
`° для хе К”, удовлетворяющего определенным граничным ус- 
ловиям. Для всех этих методов предполагалось, что диффе- 
ренциальный оператор А удовлетворяет таким условиям, что 
функция и(х) является решением вариационной задачи 


&1 (и) =0 (3.17) 


для некоторого функционала J(u). В этом случае можно по- 
казать (Михлин, 1976), что функционал может быть записан 
в виде 


| 1(и) = (Au, и) — (и, f), (3.18) 
где 


(u,v) = \ \ и (x) υ (x) dx. 
R 


Обобщение этого результата на случай нелинейных операто- 

ров подробно рассмотрено Вайнбергом (1956). В нескольких 

примерах, приведенных в предыдущих разделах этой главы, 
д д 


был использован оператор ЕТ | — δος вместе с функ- 
ционалом: 


I(u) = 05 (u2+ м2) ах ау — \\ uf dx ау. (3.19) 
R R 


Используя теорему Грина (Курант и Гильберт, 1951, с. 241), 
это выражение можно’ получить (при определенных гранич- 
ных условиях) из стандартной формы (3.18). 

Упражнение 5. Укажите граничные условия для u(x, И), 
при которых справедлив переход от (3.18) к (3.19). 
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Использование интегрирования по частям — т. е. теоремы 
Грина — для преобразования функционала из стандартной 
формы (3.18) к такому виду, при котором требуется меньшая 
гладкость допустимых функций и(х), является одной из основ 
успеха метода конечных элементов „(Прентер, 1975, с. 229). 


Аппроксимация Ритца U (x) = Yaw, (x) решения вариа- 
=|. 


ционной задачи (3.17) может считаться решением уравнения 
д | у 
fae %).—@, N=0 @=1,..., М) (8.20) 


только тогда, когда мы имеем оператор А требуемого вида. 
Но даже если это не так и (3.20) не справедливо, система 
уравнений 


(AU, 9;) — (фь р = (АИ — РФ) =0 @(=1,..., М) (3.21) 


_ все еще определяет приближенное решение U(x) для (3.16). 
В действительности систему (3.21) можно использовать, даже 
если оператор нелинеен. Таким образом, метод конечных эле- 
ментов можно использовать для решения значительно более 
широкого класса задач, чем класс задач, допускающих вариа- 
ционную формулировку. Однако все же желательно, чтобы 
(3.21) можно было бы интегрированием по частям преобразо- 
вать так, чтобы уменьшить требуемую гладкость функций Qi. 
Такие аппроксимации решения обычно связывают с именем 
русского математика Б. Г. Галеркина (1871—1945). Во мно- 
гих советских учебниках о них говорят как о методе Бубно- 
ва — Галеркина (Михлин и Смолицкий, 1965; Вулих, 1967). 


Слабые решения 


Часто функцию и(х), которая удовлетворяет линейному 
дифференциальному уравнению 


=f Ace R), 


называют классическим решением, в отличие от слабого реше- 
ния, которое удовлетворяет уравнению 


| (Au, v)=(f, v) (для всех ve &) (3.22a) 
cr (и, Α"υ) --(], v) (для всех ve] №). (3,22b) 


Пространство 4 содержит все измеримые допустимые функ- 
ции, которые обращаются в нуль на границе OR; про такие 
функции иногда говорят, что они имеют компактный носи- 
тель. Пространство ὅθι < H содержит только те ПОНуОТИмЫЕ 
функции, для ‘которых А*о измерима. 
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Отсюда следует, что если оператор А имеет порядок 2k, TO 
слабая форма (3.22a) требует, чтобы решение и имело изме- 
римые производные порядка 2k, что в терминах пространства 


Соболева (см. гл. 5) можно записать как и ΕΞ #65" (В). Одна- 
ко вторая слабая форма задачи (3.226) требует только, чтобы 
ueL2(R); для пробных функций v — наоборот. Дополнитель-. 
ное требование обращения в нуль Ὁ на границе обычно — как 


о 
в гл. 5 — указывается как v & 365” (R). 
_ С вычислительной точки зрения наиболее полезная слабая 
форма задачи, называемая далее галеркинской формой '), 
возникает из (3.22а) или из (3.225) после k интегрирований 
по частям. В этой галеркинской форме требования гладкости. 


| (k glk) 
минимальны в TOM смысле, что ие № (В), ое №7 (Ю). 
Обычно в этом случае задача записывается так: 


а (и, 9) =(, v) (для всех ое &)), (3.23) 


где новое пространство пробных функций Ho, очевидно, удов- 
летворяет вложениям 
в < FB, — #6. 


Например, галеркинская форма дифференциального опера- 
д2 2 


тора — 5: — Σπ имеет вид | 
εωὁ--{[(55}(53)}1 (55) ве 


где в этом случае К = 1. Форма Галеркина дифференциально- 
д ы В 
го оператора 5 -- 2 “Эду + yt (см. гл. 2) выглядит так: 


ctu chm ff (25-424) (Bt 4 2) avon, 
R ; 


Можно показать, что при достаточно внимательном OTHO- 
шении к граничным условиям слабое решение единственно и 
совпадает с классическим: один из таких результатов приво- 
дится в теореме 5.2 гл. 5. Существование и единственность 
слабых решений изучаются также в книгах Берса, Джона и 
Шехтера (1966), с. 206, Нечаса (1967), с. 23 и Лионса и Мад- 
женеса (1971), $ 2.9. В этой книге предполагается, что про- 
странства ὅθι, Ao, A выбраны правильно, а тогда решения 
задач (3.22а), (3.226) и (3.23) совпадают с требуемым клас- 
сическим решением. Вообще единственной рассматриваемой 


') Под формой Галеркина здесь понимаются и слабая постановка за 
дачи, и слабая форма уравнения и некоторый билинейный функционал. 
Нам кажется, что в контексте это не вызовет недоразумения.—рим. перев. 
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здесь слабой формой является форма Галеркина. Аппрокси- 
Mauna Галеркина И удовлетворяет системе 


а (0, ф;) = (ф, $) (-Ξ1,..., М). (3.24) 


Поскольку функции ф; порождают конечномерное подпрост- 


ранство Ky, утверждение, эквивалентное системе. уравнений 
(3.24), есть 


a(U, V)=(f, У) (для всех VE Ky). (3.244) 


Заметим, что и (или U) не обязательно из энергетического 
пространства, это требование накладывается только Ha VU 
(или У). Так, если заданы неоднородные граничные условия 
Дирихле, то может быть удобным использовать аппроксима- 
цию вида 


Ν 
U (x) = (Χ) + 2. α;φ; (Xx), 


где функция удовлетворяет граничным условиям. 

В уравнениях Галеркина естественно предполагать, что. 
приближение U и пробные функции У определяются одним 
множеством базисных функций φ, (1=1, ..., М). В этом 
случае в задачах, в которых возможны как аппроксимации 
по Ритцу, так и аппроксимации по Галеркину, оба метода при- 
водят к одному и тому же решению. Другая аппроксимация 
получается с использованием тех же базисных функций ф; = 
© Ky, но при пробных функциях, выраженных через некото- 
рые pe ly (1=1,..., М), где Км и Ly — разные подпро- 
странства пространства ὅθ. 

Метод наименьших квадратов можно рассматривать как 
метод этого типа с pj; = Αφ, (i—1, ..., №). Использование 
двух множеств, {gi} и {ψι)], несовпадающих базисных функ- 
ций для определения анпроксимации указанного выше вида 


из условий 
а(0, $;) = (7, $) @=1,..., М) _ (3.25) 


приводит различных авторов к развитию так называемых CO- 
пряженных аппроксимаций (см. Оден, 1976, и приведенную 
там библиографию) и к так называемому методу взвешенных 
невязок (см. Финлейсон и Скривен, 1967, и имеющиеся там 
ссылки). В разд. 7.4(Е) на примере показано, что в некото- 
рых практических задачах есть определенные вычислитель- 
ные преимущества, связанные с выбором пробных функций 
другого вида, нежели приближенное решение. Однако ни 
здесь, ни в гл. 5 нет возможности для обсуждения теоретиче- 
ских выгод таких методов; для этого читателю следует обра- 
титься к указанной литературе. 
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Метод Галеркина можно применить к решению нелиней- 
ных задач, но только в специальных случаях удается полу- 
чить слабую форму с меньшими требованиями гладкости. Один 
ИЗ ΜΉ. такого рода — дифференциальное уравнение 


x (р) δε) +4 (OZ) +1, = 

Ono приводит к ре Галеркина 

aU, в) = Ц [< (ο) (=) -+ч ©) ( CANE. Ge) ] ах ау = 
τ θῶ (ae 1, 2,-5.6, N) 


Сопряженные формулировки 


Вариационное исчисление можно распространить на широ- 
кий класс задач, допускающих применение метода Галерки- 
на. В предыдущей главе был получен формальный лагран- 
жиан диссипативной системы путем рассмотрения сопряжен- 
ной задачи. Если ищутся приближенные решения как основ- 
ной, так и сопряженной задач, то аппроксимация Галеркина 
находится из условия стационарности этого лагранжиана. 
Фактически (3.24) возникает как необходимое условие ста- 
ционарности лагранжиана. 

_ В качестве простого примера ΜΕΝ уравнение 
д?и д?и 


Set +25. =0 (3.26) 


в некоторой области RC К? при условии и = 0 на границе 
OR. Будем называть эту задачу основной. Сопряженной зада- 
чей будет решение сопряженного уравнения 


д?и* д?и* θη" 
к и ag --- 2 : =0 (3.27) 


в R при аналогичном граничном условии и* = 0. 
Нетрудно убедиться в том, что (3.26) и (3.27) оказывают- 
ся уравнениями Эйлера — Лагранжа, соответствующими Β8-. 
риации функционала 


ὁ ди ди* ди ди* ος « Ou 
Ια, uw) =\\ [52+ ay. Oy —+u и ἀκ ἀμ. (3.28) 
R 


Следует, однако, помнить, что основное уравнение (3.26) по- 
лучается из условия 


δ..ἰ (ш, м") =0, (3.29а)._ 
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_ а не из условия 
δμί (u, и”), (3.290) 


так как (53.290) ведет к сопряженному уравнению. | 
Если мы ищем приближенное решение основной задачи 
N 


B ‘pune U= δ) а, το приближенное решение сопряженной 
i=1 | 

Ν ‘ 

задачи необходимо получить в той же форме, И” = У biti: 

ἰ--ἰ 


другой вид сопряженной аппроксимации даст скорее (3.25), 
чем (3.24). Эти приближения можно найти как стационарную 
точку функционала (3.28) относительно неизвестных коэффи- 
циентов αἱ и βι. Таким образом мы от (3.29а) приходим к 


И βαῶ 
a oT (3.295) —к | 


Ем (3.305) 


Если мы рассматриваем функционал 1(0, U*) из (83.28), при- 
ближенное решение основного уравнения получается из си- 
стемы уравнений 


Vi Ge) Cae) + (вы (όλην et) - (22) οἱ dx dy =o 


(3.31) 
ti =a Г, ео) №). 
Более прямой способ получения аппроксимации Галеркина - 


следует из слабой формы уравнения (3.26). Легко проверить, 
что слабой формой Галеркина уравнения (3.26) является 


а(и, о) =0 (для всех ve &), 
где. 


emo $2) (22) (5) (#)+ — 
su (2) — (38) 0} ara 


а отсюда сразу получаем, что аппроксимация Галеркина, воз- 
никающая из системы уравнений 

2—0 Е (3.32) 
удовлетворяет уравнениям. (3.31). Таким образом, на приме- 


ре данной задачи показано, как одна и та же система уравне- 
ний может быть получена двумя математически разными спо- ΄ 
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собами: как слабая форма исходного дифференциального 
уравнения, или как условие стационарности некоторого функ- 
ционала. Сопряженная задача, нужная для определения под- 
ходящего функционала, вообще говоря, является всего лишь 
математическим приемом и не имеет физического смысла. 
Поэтому в дальнейшем метод Галеркина исследуется на осно- 
ве слабой формы уравнения, на другую же формулировку де- 
лаются только ссылки. 

В качестве примера возьмем уравнение (3.26) в области 


1 1 
εδ ες ἂν UX, 5  ς граничными условиями 


и (Е ум, у) =0 | (υ!-- Σπ), 
u(x, ->)=0 {ΠΕΟΣ (3.33) 
1 


Применим к этой задаче метод конечных элементов Галеркина 
для получения приближенного решения на классе кусочно- 
билинейных функций, использованном ранее. Введем функцию 


ος. 9=[()'- (+). 


которая удовлетворяет граничным условиям, после чего най- 
дем аппроксимацию Галеркина вида. 
T 


U (x, y) ae р ji; (Х, у) + w(x, и) 


из системы уравнений (3.31). Результаты вычислений при 
различных сетках, описанных ранее, приводятся в табл. 2. На 
рис. 10 изображено положение точек, включенных в таблицу. 
Хотя здесь нет той симметрии, которая была ранее, необхо- 


Таблица 2 
Решение 
Точка ΓΤ --- T=7 T= 15 Точное 
1 1.826 1.822 1.821 1.821 
2 1.324 1.314 1.831] 1.810 
3 0.984 0.870 0.859 0.855 
4 1.301 1.309 1.310 1.311 
5 0.940 0.933 0.931 0.931 
6 0.665 0.617 0.608 0.605 


3 Зак. 672 
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Рис. 10. 


димо рассматривать все еще только половину области. Точное 
решение уравнения (3.26), удовлетворяющее граничным ус- 
ловиям (3.33), выглядит так: 


ule pa bet eS f seems 
| aoe k=1 sin ([2& — 1]? + 1)\? = 


ch ([28--1]2-- Пу Ἢ cos(2k—1)x 
ch ([98 — 112 + 1) = | (—1)8-1 (2 — 1)3 © 


Здесь следует подчеркнуть, что BO всех вариантах метода Га- 
леркина система уравнений получается без особых затруд- 
‚нений. 


Полудискретный метод Галеркина 


Если метод Галеркина следует из вариационного принци- 
па, получаемого с помощью введения сопряженной задачи, 
должно быть ясно, что, применяя метод, описанный в разд. 3.3, 
можно свести диссипативное уравнение с частными. производ- 
ными к системе обыкновенных дифференциальных уравнений. 
Такой подход имеет небольшую ценность для решения крае- 
вых задач, и так как для задач с начальными данными нет ва- 
риационной формулировки, мы не рассматриваем подробно 
этот метод. Следующее ниже упражнение предназначено чи- 
тателям, интересующимся данным методом. 


Упражнение 6. Положим 


2 
w(x, у) = >, а, (х) 9; (9); (3.34а) 


i=1 


w*(x, у) = >. В; (κ) φ, (и), — 6.340). 
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где φι и ф2 — кусочно-линейные функции. Постройте функцио- 
нал [(ώ, ων), соответствующий уравнению (3.26) с. граничны- 
ми условиями (3.33), а затем, используя W(x, и) и w*(x,y), 
указанные в (3.34а) и (3.345), найдите решение уравнений 


dp J (αι, (2, Вт, βο) = 0 (i ra 1, 2), 


т.е. определите полудискретное решение Галеркина. уравне-. 
ния (3.26), удовлетворяющее (3.33). Сравните ваше решение 
с результатами, приведенными в табл. 2. 


Метод переменных направлений Галеркина (ПНГ) для случая 
прямоугольных областей (Дуглас и Дюпон, 1971) 


Когда метод конечных элементов применяется к одномер- 
ным линейным задачам, матрица ‘получающейся системы JIH- 
нейных алгебраических уравнений имеет простой ленточный 
вид, тогда как задачи большей размерности дают блочно-лен- 
точные матрицы, у которых каждый блок сам является лен- 
точной матрицей. Например, в двумерном случае билинейная 
аппроксимация часто приводит к системе с матрицей вида 


ΤΠΕ ὦ. 


где С, Du Е — трехдиагональные матрицы. 

Имеется несколько алгоритмов решения систем уравнений 
с ленточными матрицами, эффективных и дешевых (т.е. даю- 
щих максимальную точность при минимуме времени и памя- 
ти), однако такие методы менее эффективны и значительно 
дороже в применении к задачам с блочно-ленточными матри- 
цами. Цель метода ПНГ в методе конечных элементов та же, 
что и в методе переменных направлений в разностных схемах, 
а именно свести систему уравнений многомерной задачи к по- 
следовательности ‘систем, по форме аналогичных системам 
уравнений, возникающих в одномерных задачах (Митчелл, 
1967). | 

Для того чтобы применять метод ПНГ, необходимо пред- 
полагать, что базисные функции имеют форму в 
произведения, т. 6. 


фил (х, 9) = $: (x) 9; (y) (ἐ--1,..., Να; [Eley Μι). 
3* 
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Матрицу С = {a(qij, φει)} можно тогда разложить так, что 


а (Фиг, Pet) ie (Фр, Pp) by (Фу, Pi) + Bx (Pir Φε) ay (Фу, φι) : 
ПИ... We Е Ny). 


Если A— (МХ №-матрица и B— (МХ М)-матрица, то 
матричное тензорное произведение, обозначаемое А © В, есть 
(NM X ММ)-матрица 


Γ αιιΏ eee a\yB Ἴ 


Г ам: В eee ΩΝΝΩὮ I 
Теперь матрицу G можно записать как 
G=A, ὃ В,- В, ® A,, 


если узлы упорядочены по столбцам. Система уравнений при- 
нимает вид | 


{ А, ® В,- В, ® А,} а =Ъ 
и решается посредством итераций 
^„В, + Ας) ® (^„В, + Αν) a = 
— (A,B, — Αν) ® (A,B, loaned A,) a?) | 9λ,» = pn) 


В два этапа: 
(A,By + Αχ) © Ιν a == eve) (3.35 a) 


Ty, Ὁ (AnBy+ Ay) αὖ" = a), 5.350) 

Можно расщепить эти уравнения так, что если 6... 
--(αρι, ..., @рм, (р=1, ..., Nx) — столбец значений на сетке, 
а @р, в == (@1р, ..., αν.ρ)' (р=1, ..., Ny) — строка значений на 
сетке, то (3.35а) переходит в 

(^„В,-- Ay) а = фик (Φ--1,..., №), 
а (53.950) —в 

(^„В, + А, ) a, =a) (p=1,..., N,). 
Дуглас и Дюпон показали, что при подходящем выборе после- 


довательности параметров итераций {^„} метод ПНГ оказы- 
вается быстро сходящимся, 
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Метод коллокации 


Метод коллокации во многих отношениях подобен методу 
Галеркина. Он предусматривает такой выбор коэффициентов 


a; (1=1,..., М) в представлении 
Ν 
U τα. δ, α;φ;, 
= 


что дифференциальное уравнение удовлетворяется точно в не- 
которых определенных точках. Было показано (де Бур и 
Шварц, 1973; Лукас и Редин, 1972; Элберг и Ито, 1975), что 
для обыкновенных дифференциальных уравнений при пра- 
вильном выборе точек коллокации метод подобен по точности 
методу Галеркина с тем же самым набором базисных функ- 
ций gi (ἰ--],..., №). Если, например, базисные функции 
являются эрмитовыми кусочно-полиномиальными функциями 
степени 27—11, точки коллокации на кажом подынтервале 
|χι, χει] берутся в нулях полинома Лежандра 


2—1; 
В}. 
о ω, 
Преимущества метода коллокации состоят в следующем: 


(1) Her скалярных произведений, а значит, не нужно ин- 
тегрировать, как в методах Галеркина и Ритца. 

(II) Окончательные алгебраические уравнения имеют 
меньше членов, чем соответствующие уравнения для 
аппроксимаций Галеркина. 


Главный недостаток метода коллокации заключается в не- 
обходимости использовать базисные функции степени (по 
меньшей мере) 2^ для дифференциального уравнения поряд- 
ка 2 Α. 

Методы, использующие коллокацию, были разработаны 
‘также и для эволюционных задач (Дуглас и Дюпон, 1973). 
Пример, включающий коллокацию, приводится в разд. 7.4(В). 
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Ранее в этой главе эквивалентность вариационного урав- 
нения | 
6,/ (υ) =0 (3.36) 
и дифференциального уравнения 


Au=f (3.37) 
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‘использовалась для получения приближенного решения Рит- 
ца вида. 


М | 
U = 2. α;Φφ;. 


Параметры a; (i=1, ..., №) определяются из вариацион- 
ных уравнений 


Ν 
8.1 (5, чи) =0 (=1,..., №), 


которые можно записать в более явной форме. 
Ν 


> a(;, ;)%=(0;, f) (-Ξ1,..., М). (3.38) 


В разд. 1.3 показано, что если H — гильбертово простран- 
ство со скалярным произведением [,] и Ky — любое Ν-Μερ- 
ное подпространство 96, то для любого де ο его ортого- 
нальная проекция на eg 


aes 
4= Σαιφ,, (3.39) 
такова, что 
Ν 
Dale, φήα,--[φ. ο] (1--1,..., №), (8.40) 
где φι ЕЕ, ах, ΠῚ образуют базис Кл. Отсюда следует, 


что й является единственной наилучшей аппроксимацией, как 
и в разд. 1.2. Теперь покажем, что не только (3.38) и (3.40) 
кажутся похожими, но и аппроксимации ἠρκάός, аналогич- 
ными свойствами. 

Пусть 96 — пространство допустимых функций, соответ- 
ствующее дифференциальному уравнению Au = } с заданны- 
ми граничными условиями. Тогда энергетическое пространст- 
во Za оператора А данной задачи есть подпространство H, 
содержащее все допустимые функции u(x) и U(X), такие, что 
функционал a(u,v), определенный в разд. 3.4, ограничен. 
Скалярное произведение в энергетическом пространстве л 
определяется как 

(и, U)a =a (и, Ὁ), 


а норма, которую называют энергетической нормой, — как 
[и I _— (u, и) д. 


В этом определении предполагается, что если можно пре- 
образовать скалярное произведение (,)4, используя интегри- 
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рование по частям, то именно преобразованная форма исполь- 
зуется в определении энергетического пространства. Если это 
сделано, энергетическое пространство оказывается полным, 
а значит, гильбертовым. 


Теорема 3.1. Если линейный оператор А положителен и 
самосопряжен, приближенное решение Ритца дифференциаль- 
ного уравнения Аи =—=| является ортогональной проекцией 
точного решения на аппроксимирующее подпространство энер- . 
гетического пространства. Таким образом, аппроксимация 
Ритца есть наилучшая аппроксимация в смысле энергетиче- 
ского пространства. 


Доказательство. Доказательство прямо следует из опреде- 
ления аппроксимации я данного в разд. 3.1. ene 
аппроксимация 


И = Σ αφ; 


точного решения шо в смысле энергетической нормы есть U & 
= Км, такое, что 


(И — uo, фуд =0 (ἰ--],..., Ν), 
т.е. 
а(0 — и, 9;)=0 (=1,..., М). | (3.41) 


Если решение единственно, то (3.41) можно переписать как 
(3.38). Отсюда следует требуемый результат, если только а — 
действительно норма. Можно показать (Михлин, 1976, с. 86), 
что билинейная форма а является нормой тогда и только тог- 
_ да, когда (3.36) эквивалентно (3.37), а это завершает доказа- 
тельство. 

Приближенное решение Ритца уравнения (3.2), например, 
есть наилучшая аппроксимация точного решения в смысле 
полунормы Дирихле 


ah nf SIEGES Сен" 


Упражнение 7. (Г) Покажите, что для. того, чтобы (,)a 
было скалярным произведением, а ||. lla — нормой, оператор А 
должен быть положительно определенным и самосопряжен- 
НЫМ. ἬΝ. 

(II) Покажите, что a(u, о) ограничена тогда и только тог- 
да, когда и |lulla и |9 ограничены. Отсюда покажите, что 
и — элемент энергетического пространства тогда и только 
тогда, когда |и|л ограничена, 
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Упражнение 8. Покажите, что функционал /[ (9), соответст- 
вующий дифференциальному уравнению Аи = {в области R 
с граничным условием и = 0, можно перениеать как 


I (υ) = [о — шо [А — мо а (3.42) 
ИЛИ | | 
Го) --[υ А — 2 (9, w0) 4» 


где № — точное решение дифференциального уравнения. 


Упражнение 9. Укажите класс дифференциальных уравне- 
ний, для которых аппроксимация Ритца оказывается наилуч- 
шей в смысле нормы Соболева: 


Hath, κ | \\ [(5-) + (34) +2] ax ay" 


Метод наименьших квадратов 


Метод Ритца дает наилучшую аппроксимацию решения 
линейного дифференциального уравнения Ай =f в смысле 
энергетической нормы тогда и только тогда, когда оператор 
А — положительно определенный и самосопряженный. Хотя 
метод Галеркина можно использовать для приближенного ре- 
шения более широкого класса задач, мы уже не получим наи- 
лучшей аппроксимации того же типа. Чтобы получить «наи- 
лучшую аппроксимацию» в несамосопряженных задачах, не- 
обходимо переформулировать процедуру аппроксимации и 
ввести так называемый метод наименьших квадратов. 

Напомним, что аппроксимация Ритца есть решение вариа- 
ционной задачи 

min [0 — woll,, 
Ue Км 


Где Up — неизвестное решение. Теоретически можно заменить 
энергетическую норму ||.||л на любую другую при условии, что 
нам требуется Ащь, а не решение Uo само по себе. Таким обра- 
зом, мы можем определить аппроксимацию U как решение 


задачи 
min || AU — Аш 
UeKy 


ИЛИ 
min || AU — [[}; 
«ΚΝ 


это и есть основа метода наименьших квадратов (Брамбл и 
Шатц, 1970; 1971). Если применить вариационное исчисление 
к вычислению необходимых условий стационарности такого 
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функционала, получается уравнение Эйлера — Лагранжа, 
включающее оператор 4*А, т.е. получается уравнение более 
‚ высокого порядка, чем исходное. По этой причине необходимо 
быть осторожными с утверждением, что решения задач совпа- 
дают, особенно когда заданы неоднородные условия Дирих- 
ле; таким образом, если только не налагаются дополнитель- 
ные условия на аппроксимирующие функции, мы должны ви- 
доизменить функционал (см. разд. 3.2). Если мы полагаем 
и = © на OR, аппроксимация по методу наименьших квадра- 
тов могла бы минимизировать, например, 


\\ (AU — Ὁ) ἀκ 1-2. \ ( — в)? 40 
К OR 


при подходящем выборе A. 

Хотя подробное рассмотрение метода наименьших квадра- 
тов остается вне рамок этой книги, он снова упоминается в 
разд. 5.4(D). Численные эксперименты с методом наимень- 
ших квадратов можно найти в гл, 7. 


ΓΠΑΒΑ 4 


БАЗИСНЫЕ 
ФУНКЦИИ 


В разд. 1.1. были построены элементарные базисные функ-. 
ции для прямоугольных и многоугольных областей, причем 
первые разбивались на прямоугольные элементы, а вторые — 
на треугольные. В данной главе базисные функции строятся 
для разнообразных по форме элементов в случаях двух и трех 
измерений. | 


4.1. Треугольник 


(A) ЛагрРАНЖЕВА ИНТЕРПОЛЯЦИЯ 


Треугольник, или двумерный симплекс, является, вероят- 
но, наиболее широко используемым конечным элементом. 
Одна из причин этого в том, что любую область в двумерном 
пространстве можно аппроксимировать многоугольниками, ко- 
торые всегда можно разбить на конечное число треугольни- 
ков. Кроме того, полный полином порядка т 


Пи (, δ) = δ, oxy (4.1) 


может быть использован для интерполяции функции, скажем 
1 ᾿ 
О (х, у), по значениям в 5 (т-- 1) (т- 2) симметрично рас- 


положенных узлах в треугольнике. Первые три случая этого 
общего представления для треугольника Р\Р.Рз с координа- 
тами вершин соответственно (αι, {ι), (хо, Y2), (хз, уз) таковы: 


(1) Линейный случай (т = 1). Здесь интерполирующий 
полином имеет вид 


3 
II, (x, y) =a, +a,x+a,y = Σ Up (x, 9), 
где Ц; (| = 1, 2, 3)— значения U(x, у) в вершинах pj, a 


| | р 
(1) —— ыы — _ kl 
P; (x, 1) aN (Tp, + 1х EY) Е (4.2) 
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где 
Tet ==ХьИ — YrX1,  Eet =Хь—Хь Net = Ye — Уь 


5 ee a 5 ΕΑ. -δ[- 
Dg = det | | Xp Yrs Ἢ Сы = det] 1 Xp Yp | ᾿ 
! Lx, δι lx, и 


τε ο (j,k, Г) — произвольная перестановка из (1, 2, 3), а 

Ο/ει] — удвоенная площадь треугольника P,P,P3; нетрудно 
заметить, что | 
(j=) 


1 
В (ty. 95) ={ 4 Geb) ley ah oy 


(2) Квадратичный случай (т = 2). Теперь полином имеет 
вид 


Il, (x, ὦ) = Σ Up? (x, ὦ), (4.3) 


i Us РТ. ‚ 6) — значения U(x, у) в вершинах P; (j = 
= 2, ὃ) и в средних точках P; (j =4, 5, 6) iri ie Р.Р», 
PP. Р.Р! соответственно. Функции py) (x, у) (]=1,2,..., 6) 


задаются формулами 
p? (x, ϱ) = pl? (32 — 1) 


(9 (x, y) и p(x, у) — аналогично) и 


Ρα, у) = App)? 
(ρ9 (x, у) и р® (x, у) — аналогично). Снова видно, что 
1 (=) 
ΡΡ Ον у,) ={ 0 (! + k) (1 < I, R < 6). 
Особо отметим, что базисные функции р® (х, у) (j= 1,..., 6) 


можно выразить через базисные ΜΉΝ p(x, у) (j = 1, 2,3). 
Это верно почти для всех базисных функций, которые мы бу- 
дем рассматривать, и поэтому для упрощения формул мы 
будем писать просто р; вместо р (|--1, 2, 


(3) Кибический случай (т = 3). Интерполирующий поли- 
HOM есть 


пб, =D υρβ' (x, δ) (4.4) 
где U; (j= 1, 9, 3) — значения U(x, y) в вершинах Ри, Po, Ps, 
О; (j = 4, 5, ..., 9) — в точках трисекции сторон, a И1о — зна- 


чение U(x, у) в центре тяжести треугольника. Базисные функ-. 
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ции таковы: 
p(x, у) = р, (32, — 1) (ЗР, — 2), 
аналогично ps (x, νυ) и р® (x, и), 
p?) (x, y) = 2 > iP. (р, a 1), ps (x, у) = к Σ ριρι(ϑρ;-- 1), 
аналогично p(x, и), ..., pO (x, и), a 
ρ (x, у) = 27p, pops. 


Десятый параметр может быть исключен с помощью линей- 


HOTO соотношения 
9 a 
Te a ye 
Uo= 5) U-% DY 
j=4 1=1 


и получающаяся функция будет еще точно интерполировать. 
_ квадратичные функции (Сьярле и Равьяр, 1972 а); это пример 
так называемого исключения внутренних параметров. Тре- 
угольники для т = 1, 2,.9 показаны на рис. 11. 


Упражнение 1. Проверьте, что 


9 
U(x, N= DU, (x, Ὁ 


eppspnouupyer квадратичные полиномы точно, если pe = 
РР Ἕ Q Dig j= =I, 5 ee где 


ark ‘ 
1 5 
ΓΕ (=4,... 9) 
Упражнение 2. Покажите, что 


PP (Xe νὺ--{ ; προ. («-|, R<10). 

Упражнение 3. Выразите p(x, у) (|--5, 6, 7, 8, 9) через 
рь(х, у) (Е = 1, 2,3). 

Вернемся теперь к общему случаю поди полинома 7-го 
порядка (см. (4.1)). Этот полином имеет = (m+ 1) (m + 2) 
коэффициентов, которые могут быть а так, чтобы по- 
линомом интерполировал U(x, у) по значениям в = (m+1)X 
X (m+ 2) симметрично расположенных точках треугольника 
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P,P2P3, координаты которых 


3 Bx 3 By 
Sie 171 
"ΝΤ Lm (4.5) 


m 
l=] 


где βι, Bo, Вз — целые числа, удовлетворяющие условиям 0 <= 
= ВЕ < т (Е =1, 2, 3) и βι + В + Вз = т. Эти точки вклю- 
чают три вершины треугольника Р.Р.Рз. Остальные точки по- 
лучаются разбиением каждой стороны треугольника на т 
равных частей как точки пересечения прямых, параллельных 
сторонам треугольника и проходящих через точки разбиения. 
В результате получается разбиение треугольника Ha 7? рав- 


1 
ных треугольников, чьи вершины суть Σ (m+ 1) (πι |- 2) точек, 


описанных в (4.5). Если обозначить через И; значение U(x, у) 
в такой точке, интерполирующий полином степени т можно 
выразить формулой 

1 

x {π11-1) (m+2) 


U(x, y= =) U pr (x, у, (4.6) 


pat 


где суммирование осуществляется по всем точкам, a 
py (x, у) — полиномиальная базисная функция степени т, 
принимающая значение | в точке, связанной с тройкой (βι, 
‘Bo, Вз), и значение 0 во всех остальных узлах. Формула (4.6) — 
интерполяционная формула лагранжева типа. 


3 
5 


ad 
wr 


ad 


Е: 

+ 
4 5 
9 Р 
и. 
1 

т=5 
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Стандартный треугольник 


_ Из формулы (4.2) легко вывести, что 
3 


(I) 2, Pi (* y)=1, 


(II) линейные уравнения p;(x,y)=0 (j= 1, 2, 3) πρεπ- 
ставляют стороны треугольника Р.5Рз, PsP1, ΡιΡᾺ 
соответственно и 

ΠῚ р:(х, у) =1 (j =1, 2, 3) в вершинах Ρι, Po, Рз COOT- 
ветственно. 


Иначе говоря, треугольник P,;P,P3 в плоскости (x,y) πρ6-. 
‘образуется в стандартный треугольник ШП5Из в плоскости 
(р:, Ρο) по формулам (4.2), причем II; = (1,0), По = (0,1), 
Пз = (0,0) (см. рис. 12). Обратное преобразование плоскости 
(р1, 02) в плоскость (x, у) выражается формулами 


X = X3-+ E1391 + 8230, 


Y = Y3+ N13P1 + 12302. os 
Поскольку все треугольники треугольной сетки в плоскости 
(x, у) могут быть преобразованы в этот стандартный треуголь- 
ник, очень удобно работать со стандартным треугольником и 
в нужный момент выражать результат в терминах конкрет- 
ного треугольника плоскости (х,у) с помощью линейного 
преобразования (4.7). Эта процедура будет использоваться 
неоднократно в этой главе и в следующей, когда будут встре- 
чаться треугольные элементы. 


P, 


Рис. 12. 
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Геометрический метод построения базисных функций 


Опишем теперь для треугольника в квадратичном и куби- 
ческом случаях простую геометрическую процедуру построе- 
ния базисных функций, полученных из лагранжевой интерпо- 
ляции. К примеру, в первом случае базисная функция pi? (x, y) 
должна быть равной нулю в узлах р; (j = 2, 3,..., 6) и еди- 
нице в узле Ρι. Прямая р! = 0 проходит через точки Ро, Рз и 


Ps, а прямая линия р. =- проходит через точки Ра, Ρε, и та- 


ким образом получается базисная функция p?) (x, у) = 
= р, (2р, — 1). Функции pi?(x, y), РУ(х, и) получаются 
аналогично. Базисная функция в узле, расположенном посре- 
дине стороны, скажем в Py, получается из прямых р! =0 и 
po = 0, которые проходят через точки Ро, P3, Ps и Pi, Ρο, Pe 
соответственно. Требуемая базисная функция, нормированная 
в точке Py, естьр®(х, у) =4р.ро; функции р®(х, у) и ρθ (x, и) 
получаются аналогично. В кубическом случае построения 
осуществляются аналогичным образом. 


С3-аппроксимирующие функции ') | 
В общем случае функция интерполируется по значениям 
В + (m+ 1)(m-+ 2) точках в треугольнике. Ha стороне тре- 


угольника интерполирующая функция сводится к полиному 
степени 11 от переменной $, которая измеряется вдоль CTOPO- 
ны треугольника. Этот полином интерполирует U(x, у) πο 
значениям в (т -- 1) точках на стороне треугольника и, зна- 
чит, определен однозначно. Кроме того, при любой триангуля- 
ции каждая сторона (внутри области) принадлежит двум тре- 
угольникам. Если функция интерполирует в каждом треуголь- 


нике по > (m-+ 1) (т-- 2) симметрично расположенным точ- 


кам, она представляется единственным полиномом от $ степе- 
ни m на общей стороне. Это означает, что интерполирующая 
функция на полной треугольной сетке непрерывна на внутрен- 
них сторонах сетки и; таким образом, имеет на многоуголь- 
ной области гладкость Οδ. 


(В) ΘΡΜΗΤΟΒΑ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ 


° Как альтернативу интерполяции функции U(x, y) на боль- 
шом числе точек, симметрично расположенных в треугольни- 


') С*-аппроксимирующими (или С*-гладкими) называются такие ап- 
проксимации, у которых все производные до порядка k > 0 включительно 
непрерывны во всей области. — Прим. перев. 
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Ke, можно рассматривать интерполяцию U(x, y) и некоторых 
ее производных по меньшему числу точек. 

Класс полиномов, соответствующий этой задаче, содержит 
полные полиномы Gy(x, и) нечетной степени 2v-+ 1 (у =1, 2, 
3,...,), которые определяются значениями 


0'6,(Р) (<; j=1, 2, 3), 
D'G, (Ps) (lil<v—1). 


Здесь Ρι, Ρο, P3-— вершины треугольника, а P,— его центр 
тяжести; i = (i, io), где й, и неотрицательные целые чис- 
i 
а, |i] =i; tinu D'G = ae. 
Ax dy” 
Это пример мультииндексных обозначений производных. Пер- 
вые два случая этого общего представления таковы: 


(4.8) 


(1) Кубический случай (у = 1). Здесь полный кубический 
полином имеет десять коэффициентов, которые определяются 
по значениям функции и ее первых частных производных в 
вершинах и по значению функции в центре тяжести треуголь- 
ника, причем однозначно. Поэтому в этом случае мы можем 
‚ записать полином Пз(х, y), данный в (4.4), в виде 


4 
G(x, у) = > Ug? (x, у 
j=l. 


+ Ge о rp yb г. , 8) 0, y)|, (4.9) 
где ae | 
gy (x, У) = P; (3p; — 25] — Ίρερ)), 


η (x; y) ых 27Ρ|ΡοΡ., ь 
r(x, у) = р, [Ej—P2 (Pr — Ρῃ) + Вир, (Pe — Ρῃ}} 


а s®(x, у) получается из г®(х, у) заменой Е на η. В этих 


формулах (|, К, Г) — любая циклическая перестановка (1, 2, 9). 
Этот элемент широко используется в методе конечных эле- 
ментов. - 


(2) Случай полинома пятой степени (у = 2). Полный по- 
лином пятой степени имеет 2] коэффициент; они однозначно 
определяются значениями функции и ее первых и вторых ча- 
стных производных в вершинах и значениями функции и ее 
первых частных производных в центре тяжести. Этот элемент 
редко используется на практике и поэтому не рассматривает- 
ся здесь подробно. 
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Упражнение 4. Покажите, что на стороне треугольника 
функция, заданная в (4.9), сводится к полиному степени 3 по 
переменной $, которая определяется вдоль стороны треуголь- 
ника. Покажите также, что этот полином однозначно опреде- 
ляется значениями функции и ее первых частных производ- 
ных в вершинах, являющихся концами стороны. Отсюда по- 
кажите, что интерполирующая функция : этого элемента имеет 
гладкость Οδ, 


В случае кубической эрмитовой интерполяции можно ис- 
ключить значение U(x, у) в центре тяжести и еще точно ин- 
терполировать квадратичные полиномы. В этом случае дела- 
ется замена 


eee ae ΤΕΣ [(5=), ы t+) + (δη), (пы + пи) |, 


j=l 


где δ) обозначает суммирование по (j, №, /) для всех цикли- 
ческих перестановок (1, 2, 3). 
Интериэлирующий полином теперь имеет вид 


3 4 
* * οὐ * 
в} (х, )= У [Иа (x, + (5=) У 
p= ! 
Οὐ * 
+ (5), 57", 9], 4.10) 
где 
g(x, у) = р, (8p, — 2p; + 2Ρµρι)» _ 4.104) 


ΓΘ" (x, 9) = Ρ}(Ριδη + Рыбы) + 3 PP eP1 (E, Ἔξω) (4.10b) 


и (А, ἢ — любая перестановка (1, 2, 3). Функции οὗ" полу- 
чаются из (4.100) заменой & на η. 

Упражнение 5. Проверьте, что квадратичные функции точ- 
но интерполируются сокращенным кубическим интерполян- 
том. 

Упражнение 6. Используя линейное преобразование по 


формулам (4.7), покажите, что (4.10) в переменных стандарт- 
ного треугольника имеет вид | 


Ср» в) = > ὯΝ (pr), + (в), 5", 
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где | 
90 κ ди ; : 
Op, ие ax Sas ду (=1, 2) 

и функции 49°”, г" H οὔ ({=1, 2, 3) задаются формулами 


Ger ag ΡῚ (8 ne 2р,) не 2D :PoP3» 


Pi(P,—1)—p,p.p, (f= 1) 
ΓΟ" == 1 
1 ΡΊΡΙ + Sy. P;PoP3 (1 м 2, 3), 
| Ρ (р> » 1) — P1PoP3 (j = 2) 
sQ" == 1 
es рр. + 5 PyPoPs (j=1, 3). 


Для доказательства можно воспользоваться соотношением 


Зыти — ξιῃηκι = Cie, 
где (1, А, 1) — любая перестановка (1, 2, 3). 


Упражнение 7. В частном случае Ρι = (1,0), Po = (0,1), 
Рз = (0,0) найдите Gi(x, и) из (4.10), а затем покажите, что 


производные от Gi (x, и) по нормалям к сторонам описываются 
формулами 


(ии (+1 
+ ()- G),- (7-0 
+y9( =) +(1— y) (3S 
(= ки (бд 
+3 (=), ~ Gr (=), -з (5) + 
| (ву). 40-9 (3 
(Snare — [0-3 (Gr), +5 (Gp), +82 
ντ ΠΟΠ 


+21—9) (5), ++) (5х 
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где 
| Οὔ 1 (-0U 90 
ода Еду)" 


LP pd ae ad 
7 3 дх ду 


Трикубическая интерполяция 


Биркгоф (1971) предложил треугольный элемент, вклю- 
чающий двенадцатипараметрическое семейство всех полино- 
мов четвертой степени, которые кубичны вдоль любой прямой, 
параллельной любой стороне треугольника. Относительно 
стандартного треугольника такое семейство выражается фор- 


мулой 
U (p, 9) = 25. Ч, < (4.11) 
ΗΕ <4 


причем | 
| 31 + O13 == Ago. 


Полином (4.11) называется трикубическим. Этот полином 
однозначно определяется по значениям U, OU/Op,, дИ/дро и 
90 
“Or ὅς. 
ная, вычисляемая в каждой вершине по направлениям г и $, 
параллельным смежным сторонам. Эту единственную интер- 
полирующую функцию можно представить в виде 


00 
в каждой вершине. Здесь ----- ar ὃς — смешанная производ- 


3 


τ | Σ DIU 9; (Pi, ρ)} a (5 ar sar), $, (Pr р»), (4.12) | 


j=1 1711 


тде коэффициентами при gi и ᾧ, служат значения соответ- 
j Ϊ 


ствующих производных от U в вершине II; стандартного а 
угольника (рис. 12). Функции φ! и ᾧ, имеют вид 


φῦ 9 = P; "(3 Ра 2р, + бр,р,), 
| Pip — ЗВ) (j= 1) 


a ка psp, (1 + 2р.) (j= 2) 
| psp, (1 + 2р.). (j = 9), 

[ pip, (1+ 2p.) (j= 

gi ==] ρὂρι(ρι--1--Ίριρ) (i= 2) 
[ар (1 + 2p,) (j=3), 


а: 2руРьРь 
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где (|, Е, 1) — любая перестановка (1, 2, 3). Заметим, что 
здесь Ш)? представляют производные в плоскости (Di, рз). 
_ Смешанные производные (920 /9гд$); (j =1, 2, 3) суть про- 
0?U 0?U 0? 

Opi OQ dQ’ др. 99 AQ’ др! Ope др? 
Единственная интерполирующая трикубическая функция для 
конкретного треугольника на плоскости (x,y) получается из 
(4.12) с помощью линейного преобразования (4.2), т.е. под- 
становкой вместо ру, Po, рз их выражений из (4.2). 


сто — соответственно, где Q = ро — Pi. 


Упражнение 8. Покажите, что трикубические полиномы 
дают аппроксимирующую функцию гладкости С° (т.е. просто 
непрерывную) на сетке треугольных элементов. 


(С) С! -АППРОКСИМИРУЮЩИЕ ФУНКЦИИ 


Рассматриваемый здесь треугольный элемент использует 
полное семейство полиномов пятой степени. На плоскости 
стандартного треугольника полный полином пятой степени 


имеет вид | 
| О (ρι» р.) = (oie о бврИ. - (4.13) 


Коэффициенты ©». можно выразить через D‘U(P;) Midas 

j= 1,2;3): Ἡ -0U/dn(P;) (j = 4, 5,6), trae P) | = 1 a he 
вершины, а Р; (j=4, 5, 6) — середины сторон. Функция 
U(pi, po), заданная в (4.13), сводится к полиному пятой сте- 
пени по $ вдоль каждой стороны треугольника, определенному 
а 6 граничными условиями, а именно значениями 


0?U 
U, 90/95, => 


! κ ди 
изводная на каждой стороне, ZF, где п суть Po, р! + Po, р! 
соответственно, есть полином четвертой степени по 5; он опре- 


‚ на концах каждой стороны. Нормальная про- 


ди 
деляется однозначно значениями a И в. на концах каж- 


- Οὔ 
HOH стороны и значением yr в середине стороны. Отсюда 


видно, что полные полиномы пятой степени дают аппроксими- 
рующую функцию на сетке треугольных элементов, непрерыв- 
ную вместе со своими первыми производными на всей обла- 
сти. Про такую функцию говорят, что она имеет на области 
гладкость С". | 

На самом деле параметры, соответствующие нормальным 
производным в серединах сторон, можно исключить без по- 
тери С!-гладкости на треугольной сетке. Это можно сделать, 
если предположить кубическое поведение нормальной произ- 
водной вдоль каждой стороны, а это эквивалентно требова- 
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нию, что в (4.13) | 
041 == Ay4, 


Бао + O39 + O93 + 5095 == 0. 


Таким путем от (4.13) мы приходим к семейству полиномов.. 
зависящему от 18 параметров, и однозначно определенная 
интерполирующая функция получается по формуле 

| 3 


О(рь ο) -- Σ, DUG} (Py р), (4.14) 


|-1|{ < 
где 
2 (10р, — 15p?+ 6p?-+ 15p2p,) (=, 2) 
φῦ ‚| я (eee τα 
(0, 0) --- 


p; (10р, — 15p;+ 6p} + 30p,p,;(P,+7,)) (=3) 
и (j, К, 1) — циклические перестановки (1, 2, 9), 


15 
gl 0 = p? (— 4р, + 7p? — 3p? — + pp,), 
3 3 3 
gi!) == p pe (3 Spy Se Pp a Ph ΒΒ 5 рр) 
ps = р,рз (3 — 2p, — 3p; + 6p Po); 
3 3 3 
of? = pip, (3 — 2р, — Pm — ΣΡ вр), 
15 
of Ὁ = p3(— 4p, + 7p} — 3p} — > ρὂρι)» 
go ) = p,p? (3 —2 р, —З-Е бр,р.), 


1 1 de, 
ot = pip, (-1-+ +5 2+3-—э Pir): 
η Ϊ | 
of р (1+5 -+2+5й-—э рр), 
of = ppp 


φρο --ρ}(ς (1+ pip.) 
φ6» 9 = < ртрэрз + = PiP3» 

φ6» 0) = 5. piP3(1 — р + 2ρο)» 

90? ----- ppp, + р, 

of? = 2 (5. рё (1 — Ра) 4 PiPs) 


1 
GY) = > p3p3(1 + 2p, —р.). 
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Корректирующие функции 


В другом методе получения С!-аппроксимирующей функ- 
ции на треугольной сетке берется С°-аппроксимирующая функ- 
ция из (4.10) и к ней добавляются корректирующие члены, 
которые повышают гладкость функции до Οἱ. Эти корректи- 
рующие функции должны обращаться в нуль на. периметре 
треугольника и сводить нормальную производную функции 
вдоль сторон треугольника от квадратичной к линейной функ- 
ции, разумеется, без потери непрерывности функции и ее пер- 
вых производных внутри треугольного элемента. 

Одно семейство корректирующих функций, широко исполь- 
зуемых на практике (Зенкевич, 1967, с. 113), имеет вид 


9 
: P;P,P 
A; (ра, р», Е (4.15) 


где (|, №, [) — перестановка (1, 2, 3). Фактически Дюпюи и 
Гёль ( 1970) показали, что С"-гладкость получается, если к 
правым частям (4. 10а) и (4.100) добавить 
ἡ 
8g, =2 |- A;+ (2 == 3-Е cos 6; ) A, + (2 — 3 7* COS о, Αι]. 
β | 
(4.15а). 
= etal L 
=F er + ἔπι) Ay + (38: + 58» + θη; τ sin в, Ay + 
L 
—- (38, -|- dE 71 + θη; ai Sin 0,) Αι] , (4.150) 


где (j, К, 1) — любая циклическая перестановка (1, 2, 3), θ; — 
угол треугольника у вершины P;, а L; — длина стороны, ле- 
жащей против вершины P;; 6s; получается из (4.155) заменой 
Eu y наци ξ соответственно. 


Упражнение 9. Покажите, что в случае ΡΙ = (1,0), Ρο = 
= (0,1) и Рз = (0,0) дополнительные члены имеют вид 


93 = — 9 64. = — 289; = 4 6r; =4 05 = 4A4 4B — 90, 


диз = — 635 = 5A — ZB, | 
= (А+ 3В —0), 
053 — 5 (3A+ В-— 0), 
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где | 
Ae 0 АЙ. Ba (хи 
о: Ну" ТЕ ’ 
о +e s— 9) 
(lx) (l— y) 
Отсюда, используя результат упражнения 7, покажите, что 
нормальные производные линейны вдоль каждой стороны тре- 
угольника. 

Другие корректирующие функции, указанные Клафом и 
Точером (1965), получаются так. Каждый треугольник раз- 
бивается на три треугольника с общей вершиной в центре 
тяжести. Корректирующие функции выражаются формулой 


1 
Ριρορα-- 5 Р1(3—5р;) на ΤΙ 
1 
А; (p1, р», Рз) =} | Рь (ЗР, — Pp) на T, (4.16) 


1 
< Pi (ЗРь — Pr) на Г, 


где 7; — треугольник напротив вершины P; ит.д. а (1, А, [) — 
любая перестановка (1, 2, 3). Добавки 64,, 67; и ὅδ; полу- 
чаются из (4.15а) и (4.155) с А; из (4.16). | 

Упражнение 10. Для треугольника упражнения 9 найдите 
корректирующие функции А, В, С из (4.16) и покажите, что, 
на стороне, описываемой уравнением х = 0, 


ΘΑ͂ 6B δῦ 

τ. ο τα 
на стороне с у = 0 

aB д. = OC 

a а 


и на стороне, точки которой удовлетворяют уравнению x + 
и, и Be ts 
9:9 a ee: 
a gat ea or 
roe X=x+tyu Y=y—vx. Покажите, что отсюда следует 
линейное изменение нормальных производных от qj; + 64}, 
r, δή; и $, + 65, вдоль сторон. (Указание. Используйте pes 
зультат упражнения 7.) 


Упражнение 11. Пусть функции 4; (х, у) имеют вид 


Nie — а BimnPiP2 Ps 


О, 


на малых треугольниках Г». Проверьте, что 
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(Г) в вершинах D‘A; = 0 (|1 <1 
(II) на сторонах 


0A; | 0 (p; ~ 0) 
Ρερι (p; =9) 
тогда и только тогда, когда 


(1) А, = PyP2P3 + р (ар, “р, аир,) и 
(II) Ар, = р; (вр, + чьр, + αχρρι) 


для любых констант αμ, бук и т. д., где (j,k, Г) — любая пе- 
рестановка (1, 2, 3). 

После этого докажите, что функции Aj, заданные в (4.16), 
имеют С'-гладкость на треугольнике P\P2P3, если приравнять 
Ajj ит. д. и их производные вдоль внутренних линий раздела. 

Последний набор корректирующих функций таков: 


PP 


A; (ри, р», Ps) = тер“ 


где (j,k, [) — циклическая перестановка (1, 2,3). Биркгоф и 
Менсфилд (1974) использовали его для добавления к трику- 
бическому полиному с целью получить С'-гладкость на тре- 
угольной сетке. Это С!-гладкое семейство, зависящее от 15 па- 
раметров, легко выразить через значения И, дИ/др:, 90 /др> 
в вершинах и OU/On, 0?U/dsdn в серединах сторон, где 9/05 
и O/On обозначают частные производные по направлениям 
сторон и нормалей соответственно. Айронс (1969) использовал 
некоторые корректирующие функции для добавления к пол- 
ному полиному четвертой степени и таким образом получил 
семейство, зависящее от 18 параметров, которое также имеет 
С1-гладкость на треугольной сетке. 


4.2. Прямоугольник 


Области типа прямоугольника, т. е. области со сторонами, 
параллельными осям х и у, возникают во многих задачах фи- 
зики и техники. Следовательно, прямоугольный элемент имеет. 
‘большое значение и в этом параграфе для него строятся ба- 
зисные функции. 


Бикубические эрмитовы функции 


В параграфе 1.1 мы использовали билинейные функции от 
xX и у для построения базисных функций (1.17), каждая из 
которых равна нулю вне области, составленной из четырех 
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прямоугольных элементов. На всей прямоугольной области 
кусочно-билинейные аппроксимирующие функции имеют С°- 
гладкость. В этом пункте мы рассмотрим бикубические по- 
JIMHOMBI ! 


3 3 . 
Hes, в) = ΣΙ даль" (4.17) 


ο. 


на единичном квадрате OSX, у=<!1. Коэффициенты 
aie (0 < |, А < 3) можно однозначно найти по значениям НЪ, 
H, OH3 07H 3 
Ox : Og деду 


Ha(x, y= Σ (DE MU), W(x) PMY), (4.18) 


0</, k,l,m<l 


в четырех вершинах, так что 


где 
$5” 0 = (1 — 12 (1- 2), 
yo () = (1 — 2#, 
(= (3 — 24), 
$) =P (¢ — 1). 


Нижний индекс jk указывает значение в вершине с х = fj, 
у = 2. 

Нетрудно увидеть, как можно изменить (4.18) для получе- 
ния требуемой эрмитовой бикубической интерполирующей 
функции на прямоугольном элементе исходной области типа 
прямоугольника. Аппроксимирующая функция на всей обла- 
сти получается затем аналогично выводу (1.6). На этот раз 
каждому узлу прямоугольной области соответствуют четыре 
базисные функции. Для внутреннего узла, т. е. узла не на 
границе прямоугольной области, каждая базисная функция 
имеет своим носителем четыре прямугольных элемента. Для 
узла на границе, но не в углу, базисная функция имеет носи- 
телем два элемента, а для узла в углу — один прямоуголь- 
ный элемент. Кусочно-бикубическая аппроксимирующая функ- 
ция на всей прямоугольной области оказывается С*1-глад- 
KOH !). 


Упражнение 12. Используя (4.18), покажите, что базисные 
функции для 0%ТИ (0 <, m<1) в узле (0,0) единичной 
ячейки получаются в форме тензорного произведения 


pg’ ™ (x, у) = © (x) φίπ) (у), 


1) С *-гладкость и(х, у) означает непрерывность всех производных 
Рети (Cela р 0зт=®.. 
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где | 
(1 — 7)? (1 + 24) (0 «-ἰ-- 1) 


i mt (14971-99) © 1==0) 
(1-95! (Ο--!--) 
= { (1-22 (—1<t<0). 


Интересный прямоугольный элемент был описан Пауэл- 
лом (1973). Прямоугольник разбивается диагоналями на четы- 
ре треугольника, и предполагается, что на каждом треуголь- 
нике аппроксимирующая функция задается полной квадратич- 
ной πο х и ἡ функцией. Коэффициенты этих квадратичных 
функций можно выбрать так, что получится С'-гладкость на 
прямоугольной сетке. 


Бикубические сплайны 


В разд. 1.1 было показано, что одномерный кубический 
сплайн с локальным носителем длины 44 имеет вид (1.15). 
Фактически этот сплайн, впервые предложенный Шёнбергом 
(1969), часто записывается как 


1 .\3 я 
мо (#—!).. (4.19) 


где 6 — обычный оператор центральной разности, а константа 


1 
th выбрана так, что 


--οο 
\ М (x) ах = 1. 


Константа + в (1.15) была выбрана с ΤΕΜ, чтобы 
В; (ἢ Sa i 


В областях типа прямоугольника, разбитых на прямоуголь- 
ные элементы, рассмотрим сплайны Шёнберга М(х) из (4.19) 
И р “ 


μω--ν({--κ),. 


Тензорное произведение М(х) и М(у) дает функцию с носи- 
телем из 16 прямоугольных элементов. Она оказывается ба- 
зисной функцией в узле x = jh, у = kh для кубических сплай- 
нов, если только узел не лежит на границе области и не при- 
мыкает к ней. Для граничных и примыкающих к границе уз- 
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лов нужно строить специальные базисные функции, если, ко- 
нечно, решаемая задача не имеет естественных граничных 
условий (гл. 3, стр. 54). Полная аппроксимирующая функция 
в этом случае является Ο7 ?-гладкой. 

Возможно, заслуживает упоминания то, что в маловероят- 
ном случае С“, 4-гладкости аппроксимирующей функции на 
прямоугольной области, если только она потребуется, могут 
быть использованы, подобно кубическим сплайнам, сплайны 
Шёнберга пятой степени 


ми (#1) 


+ 


Их тензорное произведение имеет носитель из 36 прямоуголь- 
ных элементов, что делает эти сплайны довольно неудобными 
для работы. - 

В заключение этого короткого параграфа о прямоугольном 
элементе следует указать на то, что размер носителя сплайна 
увеличивается с ростом порядка сплайна, тогда как носитель 
эрмитовой функции остается всегда состоящим из четырех 
элементов, независимо от ее порядка, в то же время сплайны 
имеют гладкость С2(“\—1, 2-0 против СУ *-1 для эрмитовых 
функций при степени полиномов 2% — 1. | 


4.8. Четырехугольник 


Можно подумать, что четырехугольник является лучшей 
формой ячейки, чем треугольник, поскольку сетка в целом 
упрощается. Например, треугольная сетка всегда может быть 
упрощена объединением треугольников попарно в четырех- 
угольники. К сожалению, однако, невозможно найти полином 
OT X H Y, который бы сводился к произвольной линейной фор- 

ме вдоль четырех сторон общего четырехугольника, и поэтому 
° не ясно, как можно построить кусочно-полиномиальную функ- 
цию от X и у, которая имела бы СЗ-гладкость на четырех- 
угольной сетке. | 


Лемма 4.1. Пусть 1, Po, Ps и 3. — точки в трехмерном 
пространстве, такие, что Pj = (xj, yj, z;) (1=1, 2, 3, 4). Тогда 
плоскость, проходящая через три точки P;, Pru Pi (1=-Е=-1, 
описывается уравнением 


Пра — 0, 


где {τει = —2C jeri + 2ы — 2eDji + 2iDijp, a Сы: Daw 1:8, 
определены в разд. 4.1. Кроме того, поверхность 


Питт — ВИ ити = 9, (4.20) 
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где (|, Е, l, т) — любая циклическая перестановка (1,2, 3,4) 
проходит через четыре точки 1, Po, $). и Ps и содержит пря- 
мые линии P\P >, PoP 3, 94, PsP при любых значениях au. 


Из этой леммы ясно, что такие поверхности как (4.20), ко- 
торые проходят через точки Я, = (хьу, |) (J =1, 2, 3, 4), 
можно использовать для определения функций f(x,y) на че- 
тырехугольнике P;P2P3P4, где P; = (хьу;), таких, что 
(1) f(x, y;) = Ки (II) f(x, у) изменяется линейно вдоль сто- 
ΡΟΗ P,P», P2P3, P3P4, Р.Р, четырехугольника. 

Таким образом, можно взять Я; = (хьиу,1) и Я, = 

= (Xe, И», 0) (Е == J) и определить базисную μα φ;(Χ, И), 
такую, что 

1 (=в 


Упражнение 13. Пусть Р5 — точка пересечения прямых. 
Р.Р. и P3P4, а Ре — точка пересечения прямых PoP3 и P,P, 
(рис. 13). Докажите, что прямая линия PsP, (Бе = 0) та- 
кова, что | 


Das Psa 924 __ Изв. 
(I) Ci23 es C134 Ст24 Cis56 (4.228) 


и что существует такая константа A πε 0, для которой 
{ΠῚ Cy34Co34D 12 + СлэзС 124D34 = 
= Ci23C'934D 14 + Ciz4C 124) 03 = АО. (4.22b) 


Отсюда покажите, что если “СитСьт = BCjimCje1, TO базис- 
ные функции, определенные в (4.21), могут быть записаны 
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как 
Бы Dim Оз р 
Сл Сит \ Суьв 


где P,P; u РР. — стороны четырехугольника, не содержащие 
угол P;, и где (|, k, 1, т) — некоторая перестановка (1, 2, 3,4). 
(Используйте формулы 
(I) Сы — Crim + Спт — Crem = 0, (4.23a) 
(II) Cyer — Der + Dj — Dik = 9, (4.23b) 
где (1, Е, l,m) — любая перестановка (1, 2, 3,4).) 


ИзоплдрАМЕГРИЧЕСКИЕ КООРДИНАТЫ 


Билинейная аппроксимация 


Наиболее общий метод использования четырехугольных 
элементов состоит в применении точечного преобразования 
четырехугольника в единичный квадрат и в использовании 
так называемой изопараметрической аппроксимации (Айронс, 
1966; Зенкевич, 1975). Другими словами, угловые точки P; = 
= (хьу) ({ =1,2,3,4) четырехугольника преобразуются в 
четыре точки (1,1), (0,1), (0,0) и (1,0) (в плоскости (р, g)). 
Стандартное преобразование есть 

t= рай - (1 — р) 46 +1 — p)(1 — 9) t3+ p(l — 9) te 
((==х, 1), (4.24) 


которое можно записать как 
4 
t= Фр, Фи (=x, 9). (4.25) 


Изопараметрическая аппроксимация получается, если опре- 
делить аппроксимацию вида (4.25), а именно 


Обр, I= Σφρί», DU; (4.26) 


Упражнение 14. Покажите, что преобразование, обратное 
(4.25), может быть записано как 


(Соза + Ciga) ϱ᾽ + (D4 + Diz — Οι — Сова) р ἼἜρος--Ο (4.27α) 
И | 
(Cogq + C193) 92-Е (Do3 + Day — C134 — Co34) а Эи==0. (4.27Ь) 


Далее, используя (4.23a) и (4.23b), покажите, что функция 
р, определенная в (4.27а), эквивалентна поверхности вида 
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(4.20), проходящей через точки Я; = (x;, yj, fj) c fo=fs =O 
Mf; = Н = 1, если a = В, а 4, определенная в (4.270), эквива- 
лентна такой же поверхности с 3 = м =0, fi—=fo=1 и 
& — В. 


Упражнение 15. Если требуется преобразовать четырех- 
угольник P,;P2P3P, в единичный квадрат, то выбор © = В не 
является единственно возможным. Покажите, что если Я; (j= 
==], 2, 3, 4) взяты как в упражнении 14, и аСитСуит = 
= ВСи»С:ь, то новые координаты р и 4 можно определить 
так: 


Dos Das [ Doe 7 Doz Die ( Οος Ne 
Cie3 Ciss \ Cise6 Coss С124 \ Case к 


ae Dos Das ( Doe tee Р:4 Dis ( Doe у 
Οζι С1з4 \ Cise Coss С124 \ Case 


Упражнение 16. Покажите, что якобиан J преобразования 
(4.25) можно записать как 


J = (1 — р) Сизз- (1 — 9) Сива + (9 +9 — ПС, 
и докажите, что / >> 0 для 0 = р, 9 = 1. 


Если билинейные полиномы, использованные в преобра- 
зовании (4.25), заменить на полиномы более высокой степени, 
можно ввести дополнительные точки, определяющие преобра- 
зование, и одновременно распространить изопараметрические 
аппроксимации на криволинейные четырехугольники. 


Биквадратичная аппроксимация 


Теперь добавим к четырем точкам Р; = (хьу) (jf =1,2, 
3, 4), которые соответствуют углам единичного квадрата в 
(р, а)-плоскости, точки Р; (]=5, ..., 9), которые соответ- 
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Ι 1 ee | 
ствуют серединам сторон (> 1), (0, 5), (5. 0) И (1, 5) 
1 1 | 
и центру (>, >) соответственно (рис.. 14). Биквадратич- 
ное преобразование определяется как 


9. | 
| р, $9 (р, gt; (=х, υ), (4.28) 


где ФО =p (2р — 1) 9(29 —1) и аналогично определяются 
gg? и φῶ, 9? =4(1 — р) р9 (24 —1) и аналогично опреде- 
ляются φθφρ и φῶ, a Ф® = 16р(1 —р)9(1 — 9). 
Изопараметрическая аппроксимация тогда определяется фор- 
мулой 


U (р, 9) = 2 ФР (р, ФИ. (4.29) 


С другой стороны, если преобразование определено по (4.25), 
а аппроксимация — по (4.29), то это — пример субпараметри- 
ческой аппроксимации. 

Стороны четырехугольника можно сделать прямыми под- 
ходящей расстановкой узлов Ps, Ps, P7 u Ps на сторонах. В ча- 
стности, если они являются серединами соответствующих 
сторон, а Py — центром тяжести четырехугольника, формулы 
(4.28) сводятся к (4.25). 

Внутренний узел Ро можно исключить аналогично тому, 
как исключались внутренние узлы из аппроксимаций, осно- 
ванных на треугольных элементах, используя линейное со- 
отношение 


U;. 


1 


1 - 1 - 
= 2,1 
j=5 iow 


Это дает функцию, которая все еще интерполирует квадра- 
тичные по ри 4 функции точно, HO не имеет члена с р?4?. Ee 
можно записать как 


8 
U (р, 9) = 2. p?*(p, QU, ^_ (4.30) 


где gp?" = pq (2p + 24 — 3) и аналогично φῶ" (== 2, 3, 4), фо" = 
—4р4(1 — р) и аналогично ф®” (1 = 6, 7, 8). Для изопарамет- 
рической аппроксимации с восемью узлами преобразование 


(x,y) в (p,q) будет также определяться по (4.30) заменой И 
поочередно на х и у. Этот четырехугольник с восемью узлами 
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был использован Джорданом (1970) в качестве элемента при 
решении задач, включающих плоское напряжение или дефор- 
мацию. 


Бикубическая аппроксимация 


Полная бикубическая аппроксимация включает четыре 
внутренних узла (см. рис. 15) в дополнение к четырем угло- 
вым и восьми боковым узлам (по два на каждой стороне). 
Внутренние узлы могут быть исключены для получения аппро- 
ксимации, в которой нет членов с p2g?, р34?, р?93 и р393. Ee 
можно записать в виде | 

12 


О (р, 9) = Σ, $" (р, ЧИ, 


]=1 


где фо” = = (p? +¢@—p—q-t =) pq и аналогично $9” 


(j= 2, 3, 4), 92" => pq (1 —p)(3p—1) и аналогично $9” 
2ο {2} 


4.4. Тетраэдр ') 
Лагранжева интерполяция 


Полный полином степени 


т 
Рае 
n(x, у, 2) = z, apr! yz 
j+kFl=0 


1) Сравните с разд. 4.1. 
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можно использовать для интерполяции функции U(x, у, 2) ΠΟ. 
1 2 
ое. симметрично расположенным в тетраэд- 


ре узлам. neve три случая этого общего а для 
тетраэдра Р.Р-РзР. таковы: 


(1) Линейный случай (т = 1). Полином задается форму-. 
ποῦ 


Α 
I, (x, υ, 5) =>. Ир’ (x, у, 2), 


где Ц; (]=1, 2, 3, 4) — значения U(x, у, г) в вершинах Р; и 


pi (x, у, ja = {Εμμ Вы = @ыье) 
где 
ож т 
Г}ьт = det pa δκ 55 ь да у Ἶ 
Жо 1 
LS sin Zp hee 


ит.д. a (j, А, 1, п) — любая перестановка (1, 2, 3, 4). Заме- 
тим, что + | Ги | — объем тетраэдра ΡΙΡ2ΡΑΡ,. 


(2) Квадратичный случай (т =2). Теперь полином та- 
_ КОВ: 


a(x, y, 2) =D Upp (x, 8, 2), 


где И; ak 9, 3, 4)—3nauenna U(x,y,z) в вершинах pj, 
a U; о а 10) — значения в серединах ребер. Выра- 
жение - р} 2) (через p\)) имеет тот же вид, что и для TPE Oe 


ника (CM. арго 4.1). 
(3) Кубический случай (т ==3). Здесь полином имеет 


ВИД 
20 
1, (¥, у, 2) = >, U,pP (x, υ, 2) 
pre. ζῇ. (= 2, 3,4) —как и выше, υ, (j=5,. Е 


значения U(x, у, 2) в точках трисекции ребер, а U; (: = 16, 
‚ 20) — значения в центрах тяжести траней. Формулы ЛЯ 
p? (через ΡΟ) имеют TOT же вид, что и для треугодьвика 


(om, разд. 4.1). 


4 Зак. 672 
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Кубическую аппроксимацию U(x, у, 2). на тетраэдре MOK= 
но выписать подобно (4.9) — (4.106) как 


G ay у, г) = 
-ΣΙ Ug? + + (5 и) + (5 ZY si (22) 109-4 0.43] (4.31) 
где 0; (j=1, ..., 4) — значения U(x,y,z) в центрах тяже- 


сти граней, противолежащих вершинам Р,, и где 

q(x, у, 2) = р, (3p, — 277 —7 (рьр, + РР, t+ Р,Р,)), (4.324) 

gq? (x, у, Ааа 
и 
r(x, υ, д = Py (Вир (Prt Pan — Pj) + 
+E Ps (Pp + Pa 0)) Sigs (Pah Pie. B)) (4.325) 

s(x, у, г) получается из r® (x, у, 2) заменой ЕЁ Ha η, а 
{9 (x, и, 2) — заменой ЕЁ на с где бь=2, —2ь. Как и для 
треугольника, мы писали р, вместо р® (j=1, 2, 3, 4) для 
упрощения формул. Ἢ 


Упражнение 17. Проверьте, что можно исключить значе- 
ния О(х,у,г) в центрах тяжести граней и все еще точно ин- . 
терполировать квадратичные функции, если сделать замену 


0, = 2.0, +e [(5), Geet вю + 
ν Ἡ (== ду -), (ия Nik) ах (= 92 a (Cnr Ἔ te), 


где >” означает суммирование (при фиксированном |) по. 
(ὦ Κ, 1, п) для всех возможных четных перестановок (1, 2, 3,4). 
Покажите, что интернолирующий полином становится таким; 


4 
а [+ ($2), 4° + ($2), 90+ (SE), 0) 


j=1 
где | 
GP (x, 9, 2) = р, (Зр, — 2p; + 2 (рр; + Рьр, + Ριρῃ)). 
TP" (1 Ys 2) = ρ](ξμρε ЕР, Е быр,) + |. Ρ){ΡεΡι (δι, + Ein) + 


of Р.Р» (δε +- En) + PP, (Е + Eni} 


итд. 
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4.5. Шестигранник !) 


Вообще говоря, в случае трехмерного пространства эле- 
мент с шестью четырехугольными гранями лучше тетраэдра. 
Локальные изопараметрические координаты (p,g,r) можно 
ввести как и для четырехугольных элементов в двумерном 
случае. Преобразование координат имеет вид 


Е | 
t= 2 Фора: Е < C=x, 902), (4.33) 


где gl) = par, gf? = (1 — р) дг и т. д., причем вершины про- 
нумерованы как на рис. 16. При таком преобразовании про- 
извольный шестигранник переходит в единичный куб в 
(р, д, г) -пространстве. Затем по формуле 


АОИ (4.34) 


определяется изопараметрическая аппроксимация. Можно 
получить и триквадратичную и трикубическую аппроксима- 
ции, если ввести дополнительные точки на ребрах и гранях, 
а также ряд внутренних точек. Точки на гранях и внутрен- 
ние точки можно исключить подобно тому, как это было сде- 
лано в двумерном случае при исключении внутренних точек 
четырехугольника. | 


Упражнение 18. Вычислите базисные функции Фо (р, 4, Г) 
(/=1,..., 27) для триквадратичной изопараметрической 
аппроксимации на шестиграннике. Затем проверьте; что 
центры тяжести граней и самого шестигранника можно ис- 
ΚΠΙΟΠΗΤΡ Η ПОЛУЧИТЬ ПЕНИ вида 


σῷ. α.ἠ-- Σ φρο. a 90, (4.35) 


которая точно интерполирует`квадратичные функции, но не 
имеет членов c p’q’, 4977?, r2p?, p?g?r, р?дг?, рд?т?, р?9?7? и для 
которой φῦ" = por (2p + 2q+ or —5) и аналогично φῶ". (j= 
=2,..., 8), 9" = 4рдг (1—р) и аналогично ф®” (j = 10, ..., 20). 

`Упражнение 19. Проверьте, что трикубическая аппрокси- 
мация на шестиграннике требует 64 узлов: восемь вершин, 
ΠΟ две точки на каждом ребре, по четыре — на каждой грани 
и восемь точек внутри шестигранника. Затем проверьте, что 
узлы на гранях и внутренние узлы могут быть исключены 
для получения аппроксимации, которая включает члены 


1) Сравните с четырехугольником в параграфе 4.3. 
ΑἜ 
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с р/9*"(] +k+1<4), а также члены пятой степени р3дг, 
разг и рагз, так что 


32 
(р, 4, r= 29, 4, ЛИ, _ (4.36) 


где 9?" = > pqr |p? +@tr—-(ptqtrnt+ =| и аналогично 


ge" (j= 2, ..., 8), a py” => раг (1 — р) (8p — 1) и аналогично 
ge" (j= 10, ..., 32). 


4.6. Криволинейные границы 


До сих пор базисные функции строились в основном для 
сеток с прямыми сторонами ячеек. В реальных двумерных и 
трехмерных задачах, однако, границы и поверхности раздела 
часто криволинейны. Цель этого. параграфа заключается в 
получении базисных функций для сеток, составленных из эле- 
ментов с криволинейными сторонами (двумерный случай). 
или с криволинейными поверхностями (трехмерный случай). 
Криволинейный элемент появился при расчете сооружений у 
Эргатодиса, Айронса и Зенкевича (1968), и библиографиче- 
ские разъяснения по этому вопросу можно найти у Зенке- 
вича (1975). В двумерном случае, если граница области 
является ломаной линией, элементов с прямыми сторонами, 
обычно треугольников или четырехугольников, вполне доста- 
точно. Однако если некоторая часть границы (или линии раз- 
дела материалов) изогнута, желательны элементы по край- 
ней мере с одной криволинейной стороной. 

Вначале мы рассмотрим треугольный элемент с двумя 
прямыми и одной криволинейной сторонами. С помощью. 
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этого элемента и треугольников с прямыми сторонами можно 
адекватно решить большинство плоских задач с криволиней- 
ными границами и линиями раздела. 


(А) ТРЕУГОЛЬНИКИ С ОДНОЙ КРИВОЛИНЕЙНОЙ СТОРОНОЙ 


Рассмотрим треугольник P;P2P3 в (xX, у)-плоскости с пря- 
мыми сторонами РэРз и РзР., которые описываются уравне- 
ниями [(х, у) = 0 и т(х, у) =0 соответственно. Криволиней- 
ная сторона, проходящая через точки ΡῚ и Po, описывается 
уравнением Ё(х, у) = 0. Функции [(х, у), m(x,y) и F(x, у) 
нормированы так, что 


| (κι, И) = т (хо, Yo) = F (xs, уз) = 1. 


Преобразование плоскости (x, y) в плоскость (1, т) выглядит 
так: 


[= το; (το; С Yost — 534), (4.37а) 


| | 
Sa Sen, (т, + τηιχ-- ξαιν). | (4.870) 


В плоскости (/, т) получается треугольник P{P5P3, где Pi = 
(1, 0), Ρο == (0, 1) и Р:; = (0, 0), а криволинейная сторона Р\Р5 
выражается уравнением 


Εκ. ит = т = 0. 


Мы используем здесь [и т вместо р и р (cp. с (4.2)), πο- 
тому что треугольник Р1Р5Рз с одной криволинейной стороной 
не является стандартным треугольником. 

Теперь мы опишем один тип лагранжевой аппроксимации 
на криволинейном треугольнике P{P2P3, которая удовлетво- 
ряет следующим условиям: 


(1) Линейные полиномы интерполируются точно, т. 6. 
2.1 = if Dla ah Limi =m, (4.38) 
t 


где ф:([ т) — базисная функция, связанная с 1-узлом. Так 
как преобразование (x,y) в (1 т) линейно, соотношения 
(4.38) означают, что линейные полиномы в плоскости (х, у) 
на треугольнике P,;P,P3 также интерполируются точно. 


(II) Базисная функция φ:(ΐ, т), соответствующая P3, 
равна тождественно нулю на криволинейной стороне Р°5Р:. 


(ПТ) Получающаяся кусочно-гладкая функция, опреде- 
ленная на сетке треугольников, каждый из которых имеет 
самое большее одну криволинейную сторону, непрерывна. 


Ίδης” 
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Нетрудно, увидеть, что для ‘выполнения (1) и (II) на гре- 
угольнике Р\Р5Рз необходимо иметь по крайней мере четыре 
узла. В простейшем случае берутся три вершины и допол- 
нительная точка Р4 = (1, ms) на криволинейной стороне. 

Вначале мы построим базисную функцию фз, которая 
удовлетворяет (II), а затем используем (4.38) для построе- 
ния φι, Qo и G4. Применим геометрические рассмотрения, по- 


 добные тем, которые были привлечены к получению базис- 


ных функций для четырехугольника, и поэтому рассмотрим 
семейство поверхностей 2(1, т) ='0, которое пересекает пло- 
екость (1 πι) по кривой [(1, т) = 0 и задается уравнением 


2 (ας -|- ВН ут + ὃ) + 7( πι) =0. (4.39) 
Если мы наложим на г условия 
GU). α--ἰ - ((— т =0), 


(2) 2=1-—1 9 

(3) а=1р—т (1=0), 
то можно определить В, у, ὃ с помощью одной произвольной 
константы α, так что (4.39) перейдет в 


αρ) + [в (-т-— 1 — 1, ο) LO 2+ [(, т) =0. (4.40) 


т 


Теперь мы полагаем фз = г, после чего остальные базис- 
ные функции определяются из (4. 38) как 
.. --πιι)ἱ -- [ει --- ἴε᾿ 
ра 


в eed a ary we 


l 
- Фз, 


G2 —= 


1 — 4 — та 1—4 — m, 


PTE Send лв ЛЬВЫ 1 
и 


Фз. 


Упражнение 20. Проверьте, что если в (4.40) а = 0, базис- 
ная функция фз имеет вид 


: f(l, т) 7 
φ--.παππτ-πηγτσπιης:. (13 


а если криволинейная сторона является коническим сечением 
Г т) =аР- blm+ ст? — (1+4)1—( +c)m+1=0, 


TO 
ae al? + blm + ст? — (1+ α)|--(1 1- επι 4-1. 


φα-- 7 l= ak — com 


(4.43) 


и мы приходим к рациональным базисным ИН Уачсп- 
ресса (1971, 1973, 1974 и 1975). 


4.6. Криволинейные границы | | 103 


Упражнение 21. Если криволинейная сторона — отрезок 
гиперболы 
РО, πι) =Ыт—1— т-+1=0, 


покажите, что базисные функции gq; (i = 1, 2, 3, 4) суть по- 
линомы, если a = 0. 


Замечание. Кусочно-гиперболические дуги можно исполь- 
зовать для аппроксимации криволинейных границ или по- 
верхностей раздела и получить все еще полиномиальные ба- 
зисные функции. 


8) ИзопАРАМЕТРИЧЕСКИЕ КООРДИНАТЫ ἡ 
Квадратичная аппроксимация на стандартном треугольнике 


Часто треугольные элементы с криволинейными грани- 
цами преобразуют в стандартный треугольник, а потом ис- 
пользуют изопараметрические аппроксимации. Проиллюстри- 
руем этот подход вначале на примере общего криволиней- 
ного треугольника, изображенного на рис. 17. Преобразова- 
ние (х, y)- -плоскости в (Ρ, α)-ΠπποςκΚοςτ» задается формулой 


t= Σ p?(p, qt, (=x и, (4.44) 


где квадратичные базисные функции р” (j= 1, ..., 6) опре- 
деляются как в разд. 4.1, только р: и Po заменены Ha Pp Ἡ ὦ. 
соответственно. Тогда‘ изопараметрическая аппроксимация 
получается аналогично, т. е.. 


6 
О (р, q) = 2, РР, (4.45) 


Если мы рассмотрим частный случай треугольника с двумя 
прямыми сторонами и одной криволинейной, так что 5 = 


= aot : tpt ((= x, y),TO преобразование (4.44) cBo- 

AUTCA κ | | 
[= ара -+ р, (4.464) 
т ==Вра -+ 4, (4.465) 


roe a = 2(2l,—1)  β---2(ϑπιι--- Ὁ. σῷ χορ преобразова- 
ние выглядит так: 
Вр? + (am — pl + 1)p—1=0, (4.474) 
aq? + (pl —am+1)g—m=0_ (4.47b) 
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Рис. 17. 


‘Упражнение 22. Покажите, что если [4 = т. = К, то из 
(4.474) и (4.475) следует, что г(=1— р— 9) удовлетворяет 
уравнению 

Ὁ. 4—1 ль ола. 

ти (A mp |=0 (4.47%) 
и, следовательно, криволинейная сторона [(|, πι)-- 00 заме- 
няется кривой г = 0, описываемой уравнением 


~ + ‚ 2R—1 
| ~ 3p — ap i — m=, (4.48) 


которая оказывается параболой. Покажите далее, что если 
2R—1 | 

а = ори (1 т) определена по (4.48), то (4.40) перехо- 

дит в (4.47c) с заменой г на г. Объясните эту связь между 

изопараметрической аппроксимацией и прямыми методами. 

работы с криволинейными границами.. 


Упражнение 23. Покажите, что вообще криволинейная 
сторона г = 0 задается уравнением 


(Bl — ат}? + (a+ B+ af — В?) 1+ (a+ В+ af — 0?) т — 
— (a+ В+ af) =0, 


где хи В заданы выше. 


$ 


Запрещенные элементы 


Одним из неприятных моментов использования изопара- 
метрических координат для работы с криволинейными эле- 
ментами является случай обращения в нуль якобиана 
J(=1+6p+aqg) преобразования, заданного в (4.404) и 
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(4.400). Этот якобиан положителен для всех р, 4, таких, что 
O0<p, 4, р+ 9—1, если только точка (14, m4) лежит в об- 


1 
ласти [, m> 7, как показано на рис. 18. При других поло- 
жениях точки (14, т4) в положительном квадранте (I, πι)» 
1 
плоскости, включая и линии и ит=, якобиан либо 


равен нулю, либо отрицателен для некоторых значений (р, η), 
(Джордан, 1970), и поэтому в этих «запрещенных» случаях 
изопараметрические координаты; вообще говоря, нельзя ис- 
пользовать для работы с криволинейными элементами (ис- 
ключения из этого правила приводятся в разделе 7.4(F)). 
Причина этого заключается в том, что результаты, вычислен- 
ные с помощью изопараметрических координат (р, 4), нельзя 
перенести обратно на (1, т)-плоскость, поскольку вследствие 
обращения в нуль якобиана где-то на элементе обратного 
преобразования нет. 

Вместо использования изопараметрических координат МЫ 
можем работать прямо с [ и т, применяя (4.40) и (4.41). 
Если, как в упражнении 22, искривленная сторона опреде- 
ляется из (4.48) и а =(2R—1)/2R, уравнение (4.40) будет 
иметь вещественные корни, если только 


Е (1, т; Ν) = (1 т - Вет) —Alm>0. (4.49) 


Нетрудно заметить, что при фиксированном КЮ функция 
F(l,m;R) не имеет максимума или минимума внутри эле- 
мента или где-либо на ({, т)-плоскости. Следовательно, наи- 
меньшее значение F(/,m;R) достигается на границе эле- 
мента при всех значениях Ю. В самом деле, из (4.48) сле- 


т 


Рис. 18. Рис, 19, 
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дует, что. | | 
4R—1\2 


Е (т; К) = (в 


Z 0 


для всех R на криволинейной стороне, и, конечно, F всегда 
положительно на сторонах [ =0 и m=O в силу (4.49). Та- 
ким образом, условие (4.49) выполняется для всех R и для 
всех точек (1, πι) элемента. 

При использовании в этом примере изопараметрических 


координат значения К в области 0 <К < у использовать 


запрещается. Может показаться, что при использовании 
(4.40) таких ограничений нет. Однако с помощью. простых 
геометрических рассмотрений можно показать, что при 


9-в-— т криволинейная граница пересекает оси [и т в το- 
чках между началом координат и единичными точками осей 
(см. рис. 19). | 

Упражнение 24. Для0< В < + найдите точки пересече- 
ния криволинейной стороны с осями / и т между началом 
координат и единичными точками и покажите, что при R>= 


эти точки стремятся к единичным точкам Ha соответствую- 
щих осях. 


Упражнение 25. Покажите, что квадратное уравнение 
(4.40) имеет вещественные корни при любых значениях α, 
когда точка (1 т) лежит на границе треугольника с двумя 
прямыми. сторонами и одной криволинейной стороной. 


Кубическая аппроксимация на стандартном треугольнике 


Однозначно определенный кубический интерполяционный 
полином на плоскости (р, ἃ) может быть записан как 


10 $: | 
U (p, 9 = Σ, РИ, (4.50) 


где базисные функции p (]=1,..., 10) описаны в разд. 4.1. 
Мы получим изопараметрическую аппроксимацию, если ис- 
пользуем (4.50) для определения точечного преобразования 
(x,y) (или (1,т)) в (p,q) заменой И на хиу (или [и т) 
(см. рис. 20). В частном случае треугольника с двумя пря- 
мыми сторонами, у которого Ре, P7 и Ps, Рэ— точки трисек- 
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= 


Рис. 20. 


ции сторон P2P3 и P3P, соответственно, мы получаем фор- 
мулы 


ΕΓ. > ng (6, -- by — 1s — 1) + pq (и — 910) + 
-Ё = pq (15 = 210 + =) » (458 


9 
m=q + 5 pq (Gro — па — ms — 1) + 
97 | 27 
+> pa (πι, — 2т ++ =) + > pq (ms — 2πιιο), 


где Р, = (1, т,) {=4, 5) — точки на криволинейной сто- 

роне, а (10, то) — внутри треугольника. Из (4.51) следует, 

что преобразованная кривая, проходящая через точки Pi, Pi; 
Ps и Ps, оказывается кубической. 


1 
Упражнение 26. Покажите, что если Ц =Ь-- и т. = 


1 
— 15 —-3, то кубическая кривая вырождается в единствен- 


ную параболу, проходящую через точки (1,0), (4, та), 
(15, т5) и (0,1). Если к тому же [4 =2о и ms = Эту, то 
докажите, что формулы Ея (4.51) сводятся к 


[= 9 ( —3)) 24, 
m=q+9 (mi —z) 24 


и что уравнение кривой из упражнения 23 при 444 = 91, — I 
и 471. =9Эть— 1 задает параболу данного упражнения. 
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В статье Маклеода и Митчелла (1975) построены при- 
меры разнообразных криволинейных сторон и получены со- 
ответствующие дуги парабол. Во всех примерах было обна- 
ружено, что параболы близки к первоначальным кривым. 
Важно подчеркнуть то, что изопараметрические элементы 
вообще чрезвычайно чувствительны к деформации основной 
треугольной формы. 


(С) ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИК С ОДНОЙ КРИВОЛИНЕЙНОЙ СТОРОНОЙ 


В разд. 4.3 для биквадратичной аппроксимации на четы- 
рехугольнике была дана формула (4.30). В частном случае 
четырехугольника с тремя прямыми и одной криволинейной 
сторонами (рис. 21), в котором Ре, Ру и Р, — середины пря- 
мых сторон PoP3, РзР. и Р.Р! соответственно, формулы то- 
чечного преобразования, соответствующие (4.30), сводятся к 


[= р- (—1— 1 - Als) pq + (21 — Als) ρα, 


(4.52) 
т=49-+ (—3 — т, + 4ms) pq + (2 + 2m, — 4ms) pq 
для изопараметрической аппроксимации, где 


1 
n= Cons (T34 + Изах — ξᾳν). 


Координату g можно исключить из (4.52) и получить 
Τρ) - [2 —Ti+ Ут] p?+ [1+ Хт — Пр 1=0. 


Кривая g = 1 задается уравнением 


[ΤΙ ---Υ (1 —mP4+(74+ XT —YZ)[(Z/+ (14+ Χ) {1 --- πη]--0. 
(4.53) 


Здесь X = —1—1, + 445, Y = 21, — 445, Z= —3 — m, +4ms5 u 
T = 2+ 2m,—4ms5. Эта кривая, конечно, — парабола. Сле- 
довательно, если используются изопараметрические коорди- 
наты, как определено формулами точечного преобразования, 
соответствующими (4.30), криволинейная сторона заменяется. 
дугой параболы, уравнением которой является (4.53). 


Упражнение 27. Для случая четырехугольника с одной 
криволинейной стороной и с дополнительными узлами в точ- 
ках трисекции всех прямых сторон (рис. 22) покажите, что 
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Puc... 21. Рис. 22. 


формулы точечного преобразования сводятся к 
9 2 2 
= +5 | (54 —&+%-— >) pq— | 
— (И — 45 + 55) р?9 + ({ι — 365 + 3) 234], 
9 2 11 | 
т=9 5 [(= п — ть-- 2тв — >) pq — 
— (т, — 4m; + 5m¢6 — 2) p?g + (т, — 3m; + 3m. — 1) p*q]. 


Затем покажите, что изопараметрическая координата Gg MO- 
жет быть исключена, чтобы получить уравнение четвертой 
степени по р, что кривая 9 = 1 — четвертого порядка по [ 
и т, а кривые постоянных р — прямые линии. 


(0) ТЕТ. АЭДР С КРИВОЛИНЕЙНЫМИ ГРАНЯМИ 


Рассмотрим тетраэдр с четырьмя криволинейными гра-. 
нями, у которого на каждом из шести искривленных ребер 
взят один промежуточный узел (см. рис. 23(a)). Стандарт- | 
ный тетраэдр в (р, 4,Г)-пространстве можно отобразить 
в (х, и, =)-пространство так, что его вершины и промежуточ- 
ные узлы перейдут в соответствующие вершины и узлы про- 
ΗΒΒΟΠΡΗΟΓΟ наперед заданного искривленного тетраэдра. Это 
осуществляется с помощью точечного преобразования 


t= p(2p — ПН - 9 (29 — 1) to +r (2r — ПВ- $ (2s — 1) ty + 
+ 4psts; + Ара + 495% + 4rqty + Арго + 4rst;,,. (4.54) 


где p+gtrt+s=—1, t=x, у, г. Для изопараметрического 
элемента интерполирующая функция также задается в виде 
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Рис. 23. 


_ (4.54) с заменой 1 на U. Так как большинство ограничен- 
ных областей в трехмерном пространстве можно приближен- 
но разбить ') на тетраэдральные элементы либо с четырьмя 
плоскими гранями, либо с одной искривленной и тремя пло- 
скими гранями, мы остановимся на последнем тетраэдре. 
Если плоские грани P3P3P4, P3P{P4 и Р!Р5Р4 лежат в плоско- 
стях [=0, m=O и п=0 соответственно, a вершины 

‚ Ps, Рзна осях соответствуют == рот == 1, в:— то мы 
РВ к рис. 23(b), где Ps, Рё и Ре середины соответ- 
ствующих прямых ребер, а Р; = (Ю1, Ri, 0), Ру==(0, Re, Re) 
и Ру= (№3, 0, Юз). Теперь из (4.54) получаем формулы то- 
чечного преобразования 


1=р- 2 (2Ю, — 1) 9 - 2 (2Р; — 1) г, .. 
m=q + 2(2R; — 1) ра - 2 (285 — 1) г, — (4.55) 
n=r-+ 2 (2Ю — 1) рг- 2 (2Ю. — 1) дг. 
С помощью громоздких выкладок можно показать, что по- 


верхность 1—p—q—r=0 оказывается многочленом чет- 
вертой степени по |, тип. 


(Е) ΠΙΕΟΤΗΓΡΑΗΗΗΚ С КРИВОЛИНЕЙНЫМИ ГРАНЯМИ 


Ограниченная область в трехмерном пространстве, имею- 
щая криволинейную границу, может быть разбита на конеч- 
ное число шестигранных элементов с криволинейными гра- 
нями. Точечные преобразования, основанные на изопарамет- 


1) При таком разбиении куски границы области дублируются примы 
кающими к границе гранями элементов наподобие того, как это происхо* 
дит в апельсине. ο 
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рических аппроксимациях типа (4.35) и (4.36), можно ис- 
пользовать для перехода от произвольного шестигранника к 
единичному кубу в (р, 4, г)-пространстве. В преобразованном 
пространстве вычисления тогда выполняются обычным обра- 
зом. К сожалению, формулы преобразования, соответствую- 
щие (4.35) и (4.36), столь сложны, что из них невозможно 
получить хоть какие-то представления о форме криволиней- 
ной поверхности, порождаемой точечными преобразованиями. 
Единственным утешением служит то, что это можно сделать, 
если провести поверхность через большое число точек, лежа- 
щих на первоначальной криволинейной поверхности. 

Замечание. Имеется большая потребность в базисных 
функциях, которые точно воспроизводят конкретные криволи- 
нейные стороны и поверхности в двумерном и трехмерном 
пространствах соответственно. ὍΤΟ особенно важно в задачах 
динамики невязкой жидкости, где «подделка» границы пол- 
ностью изменяет поведение скорости вблизи границы. Хотя 
изопараметрический подход является улучшением: по сравне- 
нию с заменой кривых линий и поверхностей прямыми ли- 
ниями и плоскостями соответственно, он все. же основан на 
точечных преобразованиях и поэтому дает только аппрокси- 
мацию исходных кривых и поверхностей. Предварительные 
результаты, основанные на геометрических рассмотрениях 
для нахождения точных базисных функций криволинейных 
элементов, можно найти у Уачспресса (1975), Маклеода 
(1977), Маклеода и Митчелла (1972) и Барнхилла и Грегори 
(19764) и (19760). 
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СХОДИМОСТЬ 
АППРОКСИМАЦИЙ 


_5.1. Введение 


В гл. 3 было дано определение аппроксимации Галеркина. 
Было показано, что такая ἩεμοκομμαιιὟη U удовлетворяет 
уравнению 


a(U, V)=(f, У) (для всех ie Ky), (5.1) 


где Ky есть N-MepHoe подпространство пространства допу- 
стимых функций ὅθ. Если предположить, что интегралы вы- 
числяются точно, то анализ ошибок для кусочно- гладких ап- 
проксимаций вида 


М 
U (x) = Daye, (%) 


сводится к двум основным моментам: 


(1) Доказательству того, что аппроксимация является 
наилучшей или почти наилучшей. В разд. 3.5 было показано, 
что аппроксимация Ритца будет наилучшей в энергетической 
норме, т. е. 


lu — Од = ἰπὶ [и — йЙ. (5.2) 
й=КМ 


В общем же случае удается показать лишь то, что аппрокси- 
мация Галеркина является почти наилучшей в некоторой со- 
болевской норме!): это означает, что 


Пи — О, С int ual, e (5.3) 
иеЕАМ 


при некоторых г, С 503). 


(2) Оценке верхней границы правой части (5.3) в том 
специальном случае, когда элемент й = Км интерполирует ре- 
шение. Если Км есть пространство конечноэлементных ап- 
проксимаций, то обычно существуют целое А = (Км) и πο- 
стоянная С = C(Kw), такие, что ошибка интерполяции огра- 


η Определение пространств и норм Соболева дается на стр. 114. 
2) В этой главе через С обозначается положительная постоянная, своя 
для каждого конкретного случая. 
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ничена как 
[μ--Ώ|, р CART 7] ulleste (г=0, 1,..., Е) (5.4) 


при условии, что ие 2" ' (R). Если предположить, что ре- 


шение и удовлетворяет соотношению 
а (и, v)=(f, v) (для всех ое &) 


| (k+1) 

и является элементом соболевского пространства 28” (R), 
неравенства (5.3) и (5.4) могут быть объединены для полу- 
чения оценки порядка сходимости аппроксимации Галеркина 
О при стремлении A к нулю. 

Если, как это обычно имеет место, интегралы получаются 
численно по некоторой квадратурной формуле, то прибли-_ 
женное решение не определяется более соотношением (5.1), 
а определяется его приближенным аналогом 


а, (И,, У) = (РУ), (для всех VE Ky). (5.5) 


При этом оказывается возможным. получить оценку порядка 
сходимости с помощью (5.3) и (5.4), если справедливо нера- 
венство 

| ΕΓ О, ||, R <Ch* 


при некотором $ > 0. Аппроксимация границы также приво- 
дит к некоторому изменению уравнений системы (5.1), как 
и использование несогласованных элементов, т. е. недопусти- 
мых функций И» EH. Поэтому ясно, что анализ вопросов, 
порождаемых приближенным характером системы (5.5), 
имеет большое значение при практическом использовании ме- 
тода конечных элементов. 


Обозначения и вводные замечания 


Билинейная форма а называется эллиптичной!) в 46, 
если существует такая постоянная y > 0, что для всех и = H 


а (и, и) > у|иЁ. 


По аналогии с гл. | назовем ее ограниченной, если суще- 
ствует такая постоянная α >> 0, что для всех и, ие KH 
| а (м, о) |< аи]. 


Большинство оценок погрешностей в этой главе выра- 
жается в терминах соболевских норм. Такая норма опреде- 


ляется как 
| {{ | = Ри | 
Е, В | Σ. k | Ie, (В)? 


') Иногда говорят, что она коэрцитивна или положительно определена. 
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rie в правой части использованы введенные ранее мульти- 
_ индексные обозначения. Полезным оказывается также поня- 
THE полунормы, определяемой производными только одного 


порядка: | τ 
ме yi 4, [9 | 
Ca el „ПРИ а 


Пространство Соболева 27) (R) состоит из всех тех функций, 
для которых соответствующая соболевская норма конечна. 
Через (u,v) будет ‘обозначаться (если не оговорено ничего 
другого) скалярное произведение функций и(х) и о(х) в 
смысле пространства Lo(R): Ses 


(u, v) = \\ и (x) υ (X) dx, 
R | 


Двойственное к (Е) пространство обозначается через 
-β ; 
Hy" (К), а соответствующая ему норма имеет вид 


| 4 | F (м) | 
Пн АТ, 


В разделе 5.4 (В), где элемент Е = 265 ® (R) будет опре- 
делен для некоторого о & 43" (Φ). как = 
Е (и) = (и, о) (при всех ue № (R)), 


MO2KHO положить, ΗΕ внося двусмысленности В обозначения, 


| (м, 2) | 
Htc, ee SOR ἕπ} 
и= HP (в) oe 


| | | Ἔ 
Упражнение 1. Докажите, что для любого u & £2 (R) 


/ | и hig R < | и ИР). 


В следующих неравенствах обозначаемые через С πο- 
стоянные могут зависеть от области R и от пространства 
9 допустимых функций, но не будут зависеть от самих рас- 
сматриваемых функций. Предполагается, что Ю является OT= 
крытой ограниченной областью с гладкой (или кусочно-глад- 
кой) границей OR, что К = RUOR и, если не оговорено про- 
тивное, RC R*. Для достаточно гладких функций, принадле- 
жащих, скажем, пространству C*(R), иногда будет использо- 
ваться максимум-норма 


и|. - = max §|D‘ull, = 
ия Е 2 Rt 
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вместе с соответствующей полунормой 


и, - = тах Я Dull, πὶ. 
(УЕ ΠΕΣ | 4. ® 


Для любого k > 0 определим пространство 9 (R): 


° ᾱ--ἱ 
2 (R) =} шие Ж® (R), и === eas = <4 =0na or} 


и аналогично для любого конечномерного подпространства 
р 
Ky = №” (В) определим 


Ки = Кий 36 (R): 


через Ky обозначается дополнение к Км в Ky. Например, для 
любого подпространства Ky конечных элементов Ky будет 
подпространством, образованным только теми базисными 
функциями, которые соответствуют граничным узлам, т. е. 
обращаются в нуль во всех внутренних узлах. 

Для краткости изложения различные дополнительные ΟΓ-. 
раничения на область R при формулировке следующих лемм 
будут опущены. Эти ограничения не являются особенно об- 
ременительными и обычно выполнены, если граница будет 
достаточно гладкой между угловыми точками. Интересую-. 
щийся читатель может обратиться к литературе, на которую 
в каждом случае имеются детальные ссылки. Предполагает- 
ся, в частности, что лемма Соболева (см., например, Агмон, 
1965, стр. 32 или Иосида, 1965, стр. 242) применима к обла- 
сти RC К”, τ. е. что при Е > г- т/2 


| и lle) (R) < С | и |. В. 


Лемма 5.1. Гри всех и = ΕΝ (0) 


оС! 

Если 4 (>>0) есть минимальное собственное значение для 
задачи, определяемой дифференциальным оператором Лап- 
ae и однородными граничными условиями Дирихле, то 

С =1/^ (Курант и та 1953, стр. 386—392). Из лем- 


мы 5.1 следует, что для ΕΙΝ (0) величины ||.|1,ви |.|1, в бу- 
дут эквивалентными нормами. Лемма 5.1 является частным 
случаем более общих результатов: 


Лемма 5.2 (Ο65η, 1979, стр. 173). 
lle, ca ЗС, (для всех u & 36%” (R)). 
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Лемма 5.3 (Henac, 1967, стр. 18). 
пи № г < св Poe >: SS D'udx| } (для всех ие (R)). 
| 111<Е 


Теорема 5.1 (лемма Брамбла — Гильберта: Брамбл и 
Гильберт, 1970; Сьярле и Равьяр, 1972а). Пусть элемент 


F = #5 *~" (R) таков, что F(p)=9 для всех ре Pr. Тогда 
существует такая постоянная С = C(R), что 


\F (и) |< С] Е В ВЕ (для любого ие Mes (RY), 


Доказательство. Можно показать (упражнение 2), что 


для любого ие *' (В) существует такой полином р = 
= р(и) = Px, что 


\\ Dit p)dx=0 (ИВ. 
R 


Применяя теперь лемму 5.3, получим 
lot Pleas, к Си Pheu Си heat 
Тогда в силу линейности функционала F 
F (и) = F (u+ р) 
и после объединения всех этих результатов будем иметь 
LF мы. 


Упражнение 2. Докажите индукцией по А, что для любого 
(k+1 a 
u = 63*" (В) существует такой полином р = р(и) = Ρε, что 


\\ Di (w+ рах=о(И < в. 
R 


Чаще всего лемма Брамбла — Гильберта кспользуется для 
получения оценок для билинейных форм. Например, пусть H 
есть гильбертово пространство и epee eed a билиней- 


ная форма с аргументами из θυ (В) и ὅθ, τ. е. Fe 
=f (x4!*" (в) Х 4:R). Тогда если 


Е (и, 9) =0 


для всех ое при ue Py, и функционал ΕΙ = HY *-” (R) 
определен для некоторого Ὁ ΕΞ H в виде 


Е! (и) =F (u, о) (для всех u = №2 *' (В), 
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то лемма Брамбла — Гильберта приводит к оценке 
| F, (u) |< С] Py ase. RI и νι. В. 


В разд. 1.2 (упражнение 13) показано, что для такого функ- 


ционала 
Fill SIF ill oll, 


и объединение двух этих результатов приводит к неравенству 
[| F(u, 5) ISCHF WMO [ης] и eas, κ. (5.6) 
- Упражнение 3. Используя лемму 5.3, доказать, что если 


Е, (sen (В) Χ H+" (Ю); Р) такой, что 


(k+1) 
2 


для всех uc KH (R), если ЕР, 


Р(и, о) =0 mot +i) 
. для всех ое 22" (R), если иеЕРЬ, 


[F (и, о) |SCWF и lest, Rl Ola, Re 


_ то 


Регулярные преобразования 


Обычно базисные функции определяются на стандартном 
элементе Го, который может быть единичным квадратем или 
прямоугольным треугольником с единичными катетами, а 
затем вводится точечное преобразование для построения ба- 
зисных функций на произвольном элементе 7 (ср. с гл. 4). 
Поэтому естественно получать оценки погрешностей на стан- 
дартном элементе, если только они допускают обобщение на 
произвольные элементы. 

В случае криволинейных элементов такое точечное пре- 
образование обычно разбивается на два этапа путем введе- 
ния промежуточного элемента 7’. Этот промежуточный эле- 
мент имеет те же вершины, что и криволинейный элемент Τ, 
но стороны его уже прямолинейны. Поэтому Го отображается 
Ha 7’ линейным преобразованием 1 = Fo(p), таким, что 


t=t+(t;—t)pt+(t2—ts)q (=Ьт), 


где р = (р, 9) Е То и 1 = (1 т)е Т’. Тогда отображение Т” 
на криволинейный элемент Г можно рассматривать как нели- 
нейное возмущение линейного преобразования. Если x = 
— (х, у) Е Т, то полное преобразование запишется в виде 


х =Е(р) = Ро (р) + Е! (р), © 


где Ро есть линейное преобразование, а Е; — нелинейный по- 
правочный член. Все рассмотренные в гл. 4 криволинейные 


118 | Гл. 5. Сходимость аппроксимаций 


элементы могут быть представлены таким образом. Заме- 
тим, что построение некоторых элементов в разд. 4.6 прово- 
дилось с помощью другой последовательности преобразова- 
ний, в которой промежуточный элемент 7’ имел криволиней- 
ные стороны и те же вершины, что и стандартный треуголь- 
ник То. 

Чтобы неравенства вида (5.6) можно было использовать 
для получения оценок порядка сходимости конкретных конеч- 
ноэлементных аппроксимаций, часто бывает необходимо ото- 


бразить 269 (Το) на HS’ (T) и обратить это отображение. По- 
этому мы будем считать отображение Е настолько гладким, 
чтобы из ое 27 (Т), следовало бы, что voF ess (То), где 
сложный (или составной) оператор оо Е определен как 


(оо) (р) = (Е (р)) (для всех ре То). 


Для упрощения обозначений мы часто будем писать о вместо 
voF и в случае необходимости о(р) или, например, u(x), 
чтобы исключить возможную двусмысленность. Предполо- 
жим также, что обратное преобразование F-! настолько 
| ) | 
гладко, что при о (p)' = 267 (То) выполняется включение 


ο(χ) = 468" (7). 


Условие 5.1 (условие регулярности). Если ое 42’ (Г) и 
диаметр ') элемента Т есть h, то существуют такие постоян- 
ные Co, Οι Η Co, что : 


Го. ь Sif inf J (p)} "ATI OlL, 7s (5.7a) 
p&tlo 
Jol, т, 22 С» { sup/ (р) Гот. (5.70) 
р=1о 
И У Ὃν 
sup J (р 
Ок} τον (5.76) 


где J обозначает якобиан преобразования K = F(p). 


Заметим, что это условие предполагает положительность 
якобиана для всех ре То. В гл. 4 было показано, что яко- 
‘биан всегда положителен, если отсутствуют так называемые 
запрещенные элементы. 


1) Диаметром треугольного элемента является длина его наибольшей 
стороны, диаметром четырехугольного элемента является длина его наи“ 
большей диагонали. 
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Если все сводится к линейному преобразованию х = 
== Ро(р), то якобиан будет константой и 


Ox Ox Il χι и 
д д 

Ее бе 1 te ie В 
ду Ον 
др oq 1 x3 14 


и поэтому оценка (5.76) становится тривиальной. 
Условие регулярности выполняется для определенных не- 
линейных преобразований вида 


x — Ро(р) + Fi (р), 


где F, есть «малое» возмущение (см. упражнения 9 и 10). 
Если возмущающий член удовлетворяет некоторым условиям, 
то можно показать, что якобиан имеет вид 


| (р) = о + J: (р), 


где величина J; также «мала», и поэтому выполняется усло- 
Bue 5.1 (Сьярлеи Равьяр, 1972; Зламал, 1974). 


Упражнение 4. Докажите, что из (5.70) следует, что если: 
р < 1, то 


Holl, т, = Cll, ‚А {sup py? 
р=Г. 


Упражнение 5. Докажите, что для любого о == «6ο(Τ) 
Ро то SE sup J (р) о 
рЕТ: 


Сочетание леммы Брамбла — Гильберта с условием регу- 
лярности применяется главным образом (но не исключи- 
тельно) для оценки погрешности интерполяции. Столь же 
успешно это сочетание можно использовать для оценки оши- 
бок, возникающих в результате применения численных квад- 
ратур, основанных на конечноэлементных разбиениях обла- 
сти интегрирования. 


Упражнение 6. (Г) Пусть Eo(v) есть ошибка численного- 
интегрирования на стандартном элементе для функции 
ое 26} (То), и пусть квадратурная формула точна для по- 
линомов степени не выше К. Покажите с помощью леммы 
Брамбла — Гильберта, что 


ΓΕο(υ) I< Со, То. 


(II) Пусть теперь такая формула преобразована для ин- 
тегрирования на произвольном элементе, полученном линей- 
ным преобразованием из стандартного элемента. Используя 


120 Гл. 5. Сходимость аппроксимаций 


условие регулярности, покажите, что ошибка интегрирования 
для о = Ht (Т) может быть представлена в виде Εο(/ου) 
и что 

| | Eo (Лоу) |< CART! | О lett, т. 


Ϊ ! 

Упражнение 7. (1) Пусть и = 2% (Το, we Pu Εο(μω) 
обозначает ошибку численного интегрирования Ha стандарт-. 
ном элементе произведения из. Введем еще билинейную 


форму Е! <= Ф (xt (То) Χ 422 (То); R) как 
Е! (и, w) = Ey (uw) 


и предположим, что квадратурная формула точна для поли- 
номов степени не выше г -{ ^. Докажите, что тогда найдется 
такая постоянная С, что 


| Во (и) | Сие, (ry | 4 ат, 


(Указание. Доказательство аналогично выводу неравенства 


(5.6).) 


(II) Пусть теперь такая квадратурная формула преобра- 
зована для интегрирования на произвольном элементе с по- 
мощью линейного преобразования. Покажите, что тогда 
ошибка численного интегрирования произведения двух функ- 


k+l 
пий we geet" (Т) u w © P, может быть представлена в виде 
Eo(Jouw) и что 


| Eo (Jouw) |S Си И, wy. 


В упражнениях 6 и 7 предполагалась линейность преобра- 
зований, и Поэтому Лом (р) ЕР, когда w(x)=&P,. При ис- 
пользовании нелинейных преобразований, как это будет в 
разделе 5.4(A), необходимо рассматривать такие функции 
w(x), для которых w(p)/(p) является полиномом. Дальней- 
шие детали по поводу видоизменения квадратурных формул 
для интегрирования на произвольных элементах изложены 
в разделе 5.4 (А). 


Упражнение 8. Докажите, что если х = Fo(p), то найдут- 
ся такие постоянные C, и Co, что 


\\ (ar) ар сие | \\ (=: 2) + (= -) } ах (t= р, 4) 


0 


И 


)\ (5) dp > Сы? \\{ (5%) + ae ах (=р,4). 


To rs 
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Рис. 24. 


Докажите далее по индукции, что ει (5.74) и 
(5.75) останутся верными при ГИ, 2, ..., если в них за- 
менить |9||,, т Ha |υ];,τ. 


Упражнение 9. (а) Покажите, что если точки Ps и Pe яв- 
ляются серединами сторон Р5Рз и P,P3 соответственно, TO 
квадратичные изопараметрические элементы с одной криво- 
линейной стороной (см. рис. 24(а)) задаются преобразова- 
нием 


ЕВ (t — ts) p+ (te —ts) q+ (и) 4ρᾳ (t=x, у) 


(ср. с разд. 4.6). 
(Ὁ) Покажите, что для такого преобразования 


И (р), 
где 


J (p)=4 (4 — : at) fy, ea — Y3) р} + 
| +4 (и — ВН") Mer р (ae — 200} 


ВИТО достаточные условия, ὑπ которых 
0<Л— 6#3<] < + Ch, 


т.е. J =0(1?). Сравните ваши результаты с (5.19). 

Зламал (1973) предложил ‚Для треугольных элементов 
с одной криволинейной стороной другой подход, ‘который 
приводит к аналогичным оценкам. 


Упражнение 10. Покажите, что если точки a Py и Pz, Ps и Po 
делят на три равные части стороны Р.Р; и P,P; соответ- 
ственно (cM. рис. 24(b)), то преобразование, задающее' ку- 
бические изопараметрические элементы; содержит нелиней- 
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ные члены 
| а 
2709 (1 —р— 9) (tio = Е) + 


9 211 t 2t t 
+ 5 pq| (3p — 1) (4 — > ==) + (39 — 1) (1s — A) 
(==, υ). | 
Полные аппроксимации 


Условие регулярности содержит предположения о свой- 
ствах преобразования, переводящего произвольный элемент 
в стандартный элемент. При объединении этих предположе- 
ний с леммой Брамбла — Гильберта можно получить оценки 
типа (5.4), т. е. определить порядок сходимости конечно- 
элементной аппроксимации. Поэтому основное значение лем- 
мы Брамбла — Гильберта состоит в получении оценок для 
ошибок интерполяции. Лемма одинаково хорошо может ис- 
пользоваться при оценке ошибок для любой формы аппрокси- 
мации, представимой как проекция на пространство кусоч- 
ных полиномов. Чтобы применить лемму, сначала необхо- 
AMMO сделать некоторые предположения относительно типов 
функций, лежащих в основе конечноэлементной аппроксима- 
ЦИИ. 

Для любого элемента Т обозначим через К!т1 простран- 
ство, определяемое теми пробными функциями, которые от- 
личны от нуля на Т. Другими словами, Kir] есть сужение 
пространства пробных функций относительно элемента Τ. 
Обозначим через Ajo) пространство таких функций υ(ρ), для 
которых и(х) = Кит. Это пространство Kio} имеет особо важ- 
ное значение при анализе методов конечных элементов. По- 
рядок метода определяется максимальной степенью поли- 
нома (по р), для которого ошибка аппроксимации функцией 
из Крю равна нулю. В общем случае эта степень совпадает 
с таким максимальным Κ, для которого Pz C Κιο|. 

Например, если рассматривается аппроксимация кусоч- 
НЫМИ кубическими полиномами (Лагранжа или Эрмита) Ha 
треугольной сетке (разд. 4.1), то преобразование F будет 
линейным и Κα], Kir] = Ρα. Для аппроксимации (4.14) (опре- — 
деляемые 18 параметрами полиномы пятой степени со сшив- 
кой в Οἱ) преобразование также будет линейным, HO Py — Кто, 
Κιτς: Ps (строгое вложение), а для биквадратичной изопа- 
раметрической аппроксимации (4.29) Ρος: Кю < Py (снова 
строгое вложение), но преобразование уже не будет линей- 
ным, т. е. Κττ не будет полиномиальным подпространством. 

Для каждого элемента Т введем проекцию Пг на Ат, так 
что для любой достаточно гладкой функции и функция 
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Пти (х) будет интерполировать u(x) на Т. Интерполяция 
в этом контексте означает согласование всех узловых пара- 
метров, которыми определяется конечноэлементная аппрок- 
симация. Для функций, заданных на стандартном элементе, 
можно определить отображение П на Kjo) как 


П (voF) == (Пго)зЕР. 


Условие 5.2 (условие полноты). Для любого элемента Т 
диаметра h существует такое Е >> 0, что Рьс Кю] и для про- 
екции Il нормы ||! — Ш] равномерно ограничены при всех В. 


Пример того, что нормы ||/ — П| не будут равномерно ог- 
раничены, доставляют треугольные элементы, когда нормаль- 
ная производная в точке стороны является параметром, а 
значение функции и тангенциальная производная — нет, и не- 
которые треугольники стремятся к вырожденным при измель- 
чении сетки, т. е. есть такие элементы, у которых наимень- 
ший угол стремится к нулю (Брамбл и Зламал, 1970). Мы 
снова вернемся к этому примеру в конце разд. 5.3. 

В papery ats. 9 предполагается, что можно определить 


пространство 265” (Ю) для нецелых k так же, как и для це- 
лых. Детальное обсуждение свойств такого пространства и 
смысла теоремы о следе выходит за рамки этой книги, и мы 
отсылаем интересующегося читателя к работам Обэна 
(1972), Лионса и Мадженеса (1972) или Нечаса (1967). 
Краткие сведения о наиболее важных свойствах этих про- 
странств и об их приложениях можно найти в первой главе 
книги Варги (1971). 
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Продолжением результатов разд. 3.5 является доказатель- 
ство того, что аппроксимация Галеркина для линейных за- 
дач в общем случае является почти наилучшей в смысле того 
определения, которое было дано в предыдущем параграфе. 
Основой такого доказательства служит обобщение леммы 
Лакса — Мильграма (Иосида, 1965, стр. 134): 


Теорема 5.2 (Обэн, 1972, стр. 40). Если № есть гильбер- 
тово пространство, [Е KH’ и а—эллиптичная в FH ограни- - 
ченная билинейная форма, то существует единственный век- 
тор и ΕΞ %№, такой, что Ἢ 

а (и, v) = | (ο) (для всех VE ®). 
Для данного М-мерного подпространства Ky существует един- 
ственный вектор U & Ky, такой, что 


а(0, У) = КУ) (для всех VeKy). 
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Более того, 
[и — О |< ς, ip! и — 2. 


Аналогичный результат может быть получен для некоторых 
нелинейных задач, допускающих применение РН MOHO- 
ΤΟΗΗΡΗΙΧ операторов (Варга, 1971, гл. 4). 

В качестве примера результатов, которые могут быть по- 
лучены с помощью теоремы 5.2, рассмотрим аппроксимацию 
Ритца решения уравнения 


5; (4, ν) =) + ay ΓΤ (ἀ:(α, y) or) thle, y)=0 (ЕЮ 
(5.8) 

ς ЕЖЕ условием 
и(х, у) =0 ((х, /) SOR), (5.9) 


где предполагается существование таких постоянных би А, 
что > 


0<6=4, (х, и), 42(х y)<A (хуеЮ). 


Для этого примера 


(о) =(f, υ) 
И 
Е 
Так как 3 
1а(и, А} ое +55 |} 4х ау, 


билинейная форма будет ограниченной, а поскольку 
а (и, и) > 6| и |,» 


| act ΠΗ 
πο из леммы 5.1 следует, что она будет эллиптичной βάθη (Ю). 


Следствие теоремы 5.2. Если и есть решение задачи (5.8) — 
(5.9), το аппроксимация Ритца ЦИ = Кис: 2%’ (В) такова, что 
[и — ОЙ, С Ш и — #1, α. 
йеЕКМ 
Упражнение 11. Докажите, что если (1) и есть решение 
уравнения (5.8) с граничным условием и = на OR и 
(II) w = HY) (R) — любая такая функция, что W == g на OR, то 
аппроксимация Ритца ПО + ® при ИеЕК, < 26 (В) такова, 


что 
|ш — (О-о) pC inf Пи - (Ню 


пЕК, 


5.2. Сходимость аппроксимаций Галеркина 125 


Упражнение 12. Докажите, что если и есть решение урав- 
_ ди 
нения (5.8) с граничным условием > = на ОК, то суще- 


ствует такая аппроксимация Ритца О = Кс.’ (К), что 


и |, <С int |и—@], р. 
ieKy 
Отметим, ЧТО ДЛЯ существования решения необходимо пред- 


положение о совместимости [и δ. Например, если в (5.8) 
d, = 4 = 1, то мы предположим, что 


(\ fdvdy =— \ edo, 
R OR 


и так как решение определяется однозначно с точностью до 
постоянного слагаемого, то это последнее можно выбрать 
так, чтобы 


\\ udxdy=0 
R 


(Нечас, 1967, стр. 256). Следовательно, для получения ре- 
зультата можно применить лемму 5.3 при А = 1. 

Если необходимо аппроксимировать граничные условия 
базисными функциями, принимающими на границе ненуле- 
вые значения, то указать границу ошибки еще возможно. 
Если 


U=U,+U, 


> о ο P in 
где U, = K, © HP (R), το И содержит только такие базис- 


ные функции, которые могут принимать ненулевые значения 
на границе, и полностью определяется граничными данными. 
Из определений параграфа 5.1 следует, что UE Км. 


_ Лемма 5.4. Если и есть решение ; уравнения (5.8) с гранич- 
ным условием u=g на OR и UE Ky выбрано так, что 
О (х, у) ((хлуе ЗК) есть фиксированная аппроксимация 
функции 5, то конечноэлементная аппроксимация U=U,+0 


при US К, м Άθω (δ) такова, что 
j“u—Ul 2s <Clu—(#+U)|, ασ ΘΟΘΧ i= Ky). 
Доказательство. Так как 
μ--(η-ζ)--μ--υἠ-ζο--ῃ 


и и — йе Ki. то результат непосредственно следует из лем- 
мы 5.3 и определений ии 0. 
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Если мы предположим, что существует гладкое продолже- 
ние с в К, то лемму 5.4 можно использовать также для по- 
лучения оценок в терминах пространства 267 (К). Существует 
по крайней мере одно такое продолжение — именно само ре- 
шение и. 


Теорема 5.3 ера 1972, стр. 45). Пусть и есть ре- 
шение уравнения (5.8) с граничным условием и = & на OR 
и ше 6 (Ю) — любое гладкое продолжение g в ВЮ. Тогда 


конечноэлементная аппроксимация вида ПИ = 0, - У, ede 
о ; - 
№ = Ky есть аппроксимация ®, а И! = Ky, будет такой, что 


и — (i+ W) Ih, Е ве — ИТ, в (5.10) 


для любого il р Ky. 


Отметим, что если, например, граничное условие полу- 
чается с помощью интерполяции, то правая часть (5.10) со- 
о 


стоит из ошибки аппроксимации функции и — ше 26 (№) и 


ошибки интерполяции функции W, которая отлична от нуля 
на границе. 


Аппроксимация границы. и численное. интегрирование 


Построение конечноэлементной аппроксимации для задач 
с интерполированными граничными условиями — как это 
только что было — это одно из основных нарушений вариа- 
ционных принципов (Стренг, 1972), на которые приходится: 
постоянно идти при решении практических задач. Другие на- 
рушения таковы: (Г) искажение положения границы; (11) 
использование численного интегрирования для вычисления 
скалярных произведений и (III) применение несогласован- 
ных элементов. Несогласованные элементы будут детально: 
рассмотрены в разд. 7.2. Если применяется любой из этих 
приемов, то приближенное решение не лежит более в Км и 
не удовлетворяет условию 


a(U, V)=(f, V) (аля всех V © Ky). (5.11) 


Вместо этого решение Un ΕΞ: Kn и удовлетворяет условию 
a,(U,, V,)=(f, Vil» (для всех У, ЕК,), (5.12) 


где обе части (5.12) и вид нового М-мерного пространства 
Kn, которое может содержать функции, не являющиеся до- 
пустимыми для изложенных в гл. 3 классических вариацион-.- 
ных методов, зависят от характера нарушений вариационных 
принципов. Обычно бывает, что М> М и К, > Км. Если. 
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К» = Ky, как в том случае, когда единственным отличием OT 
классической формы вариационного метода является приме- 
нение численного интегрирования, то решения обеих систем 
(5.11) и (5.12) будут линейными комбинациями функций 


gi(x) (1=1,..., №). Коэффициенты такой комбинации для 
задачи (5.11) определяются из системы τς. 
σα =, (5.13) 
где матрица жесткости @ ={а(фьф)} и = {(Рф:)} j= 
=Ь,..., №). Для приближенной задачи 
Сар = Ь,, τ (5. 14) 


где Gr={an(qi, p;)} и ba = {(f, Qi) n}. Можно сравнить KOHK- 
ретные элементы Gn и Dn с соответствующими элементами G 
и Β и получить оценку нормы ||U — („| известным из ликей- 
ной алгебры стандартным методом малых возмущений. К co- 
жалению, этот метод в большинстве случаев позволяет полу- 
чить лишь грубую оценку сверху для нормы [И —.0»| (Фикс, 
1972). Если предположить, что приближенная билинейная 
форма эллиптична в & и ограничена, то тогда теорема 5.2 
не только обеспечивает существование единственного реше- 
ния, но и позволяет оценить степень приближения. 


Упражнение 13. Покажите, что если а» есть эллиитич- 
ная в  билинейная форма, то 


ав (0 —U,, №, = (а, —а) (0, W,)+ (7, VW.) — С, Ῥω, 
для любого №, & Ky. Тем самым докажите, что 


{ (an — а) (UW, Jo + | (р, И») — Ff Wada | 


[ύ--ὑ,[--0 sup ΠΠ ΠῚ 


Wrekn 
| (5.15) 


и получите аналогичную оценку для ||u — ζ!ῃ]ρ. 


Упражнение 14. Покажите, что если а» есть ограниченная 
билинейная форма, то 
|an(U_,— И», И, аи — У, ПИЯ И), — а (и, И, | 


для любых У», И, К,. Докажите далее, что если а» к тому 
же эллиптична в 96, το 


| ἃ Ч 1 LG Wan — an (м, Wr) | 
In — Val lla Vall+ sup {a eY 


для любого Vr & Kn, и существует такое С > 0, aro 


и Ugh <Cf int пи — ИБ sup {ви ра ею 
ΕΑ У", ЕК, [3 μ| 
(5.16) 
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Отметим, что оценкой (5.15) можно пользоваться только 
тогда, когда И» в некотором смысле близко к классической 
аппроксимации Галеркина. Это будет так, если К» = Км или 
i= A Dar ..., Om}, где дополнительные φι(Χ) (i= 
=N+1,..., М) обладают такими специальными свой- 
ствами, которые исключают их из числа допустимых для 
классической аппроксимации функций: например, они могут 
быть несогласованными. Оценка` (5.16), наоборот, применима 
тогда, когда наше приближение существенно отличается от 
любой классической аппроксимации, как, например, в слу- 
чае несогласованности всех элементов (разд. 5.4 (Е)). 

Аналогичным образом метод малых возмущений может 
быть применен и тогда, когда (5. 5) является системой вариа- 
ционных разностных уравнений (см., например, работу 
`Демьяновича, 1964). 


Упражнение 15. Докажите, что если ан и а такие били- 
нейные формы, что а» эллиптична в К», а а ограничена, TO 


ao ae | Han — а) (Vin Wr) | 
us С τ [a Val+ sup (Ty, Wal it 


ΕΚ} йе: 


(it, Ил) — (1, М» | 
as yr, { Wit }} _ 6.17) 


5.3. Ошибки аппроксимации 


Как показано в предыдущем разделе, аппроксимации Га- 
леркина всегда почти оптимальны в некоторой норме. В ча- 
CTHOCTH, приближенные решения для задач второго порядка 
таковы, что 


[--ὑ]ι,ρΞΞς inf ]и— #], в. 


цеЕекм 


Оценки ошибки также могут быть получены в терминах дру- 
гих норм, в частности норм пространств “ο(Ν) и «Θω(Κ). 
Оценки в ?»(Ю) позволяют также доказать так называемое 
свойство сверхсходимости некоторых методов Галеркина, т.е. 
наличие в узлах более высокого порядка аппроксимации по 
сравнению с неузловыми точками (Дуглас, Дюпон и Уилер, 
1974). Более подробно с этим вопросом можно познакомиться 
в работе де Бура (1974). 

Пусть Го есть стандартный элемент. Тогда. большинство 
результатов о сходимости может быть получено с помощью 
следующей леммы о полиномиальной аппроксимации на То: 
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Лемма 5.5. Пусть TEL (H+ (Τη, HY (Т.)) (4 32) 
есть проекция на Ку, где HY) (Ty) > Και >Р,. Тогда 


[о — По ||, г. ЗС — По ει, т 


k+l | 
для всех о = Kt" (Τη). 


Это значит, что если интерполяция точна для полиномов 
степени не выше к, то ошибка интерполяции может быть вы- 
ражена через (Е - 1)-е производные интерполируемой функ- 
ции. Операторы П и / — П переводят элементы пространства 
2+1 (ΤΡ) в элементы пространства FY) (T,), поскольку при 


конкретном применении леммы г зависит от порядка диффе- 
ренциального уравнения, а Rk зависит от свойств пробных 
функций. Значение ||/ —II|| зависит от значений ги Rk, но 
предполагается, что эти нормы равномерно ограничены и, 
вообще говоря, необязательно знать точное значение нормы. 

Доказательство леммы 5.5. Для любого Ωε:όθί-η(Τ 
определим F = H{-*-! (T,) так, что при любом о = HE" (Т,) 


Е (9) =G ({J — Шо). 


Тогда, применяя к Р лемму Брамбла — Гильберта, будем 
иметь 
| G ({ = IT] v) I< ΟΙ «ἃ РЖ Tr [о |, То? 


где 
|G ({{--- II] =) | | 


Io +1, г 


IFigr= sup { 


я еж +1 (Го) 


Из двойственности пространств 27 (То) и 363” (To) следует, 
что для любого ие HS? (То) 


G 
[ω[.τ-- «ια. {Че}. 
беж r (Το) 


так что, в частности, 


ἘΞ |G ({--1]0)| 
I — 1) of, 7 = sup {SY 


Объединяя теперь эти результаты, получим 


| ΠΩ] 
[{{--19υ].τ,ΞΞΕἰσ|;ιι τ, ΤΕ Е 2] } < 


|G (И— 1] ®) | 
«Сон, sup f Shp. Pay pees т, } тот} 


we ЖА! (Го) 


5 Зак. 672 
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НО 
16 — Ш) |<G U7 ПИ т, 


откуда сразу следует утверждение леммы. 


Этот результат может быть объединен с условием регуляр- 
ности для получения оценки ошибки интерполяции в οὔπ8- 
сти К. 


Теорема 5.4. Предположим, что условие полноты справед- 
ливо для. некоторого К > 0 и условие регулярности справед- 


~ 


ливо для всех г < Е. Тогда если и = №1" (5), й интерполи- 
рует и, то 


Иа r 
Ju — il, pCa "| ul, ϱ 
где h ограничивает диаметры элементов, ее вания раз- 
биение области В. 


Доказательство. Если мы предположим, что область К раз- 
бита на элементы 7; (| =1,..., 5), то 


[и — #1 = Хм Пт. 


Рассматривая типичный элемент 7, получим из леммы 5.5, что 


[и — Пи] г. SCY — ПИи р 1, 7,- 
Применяя затем условие 5.1 и результат упражнения 4, будем. 
иметь 


ju — Πτι], г < СИИ — Till way 


Ввиду равномерной ограниченности всех операторных норм 
|7 — 11|] суммирование по всем элементам приводит к жела- 
емому результату. 

Этот результат может быть применен в том специальном 
случае, когда преобразование То в Т линейно и интерполя- 
ция конечноэлементными функциями точна для ие P,. Тогда, 
в частности, 


= Rk 
[и — ill, „< СЁ ΝΣ 


где й — интерполирующая функция. Такой тип оценки тре- 
бует для задач второго порядка определения: порядка конеч- 
ноэлементной аппроксимации с помощью почти оптимальных 
неравенств параграфа 5.2. Отметим, что если рассматривать 
область только из одного элемента, то. получается оценка 
ошибки для обычной интерполяции Лагранжа; это обстоя- 
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тельство будет использовано ниже, в разд. (5.4(B)). Лагран- 
жевы (или эрмитовы) элементы из разд. 4.1 таковы, что пре- 
образование Ту в Т линейно, базисные функции ф ΕΞ Pe, интер- 
поляция точна для ue Py, un Ko = Kir} = Per. Поэтому если 
область R является многоугольником, граничные условия точ- 
но согласованы и интегралы вычислены аналитически, то для 
ошибки такой конечноэлементной аппроксимации задачи вто- 
рого порядка будем иметь 


1 — О pSCh р. _ (5.18) 


Аналогичный результат справедлив для задач на прямоуголь- 
никах с прямоугольной сеткой: снова показатель степени точ- 
но интерполируемых полиномов определяет показатель сте-_ 
пени у A в оценке (5.18). 


Упражнение 16. Покажите, ‘что исключение внутренних 
параметров из таких конечноэлементных аппроксимаций, как 
лагранжевы (или эрмитовы) кубические элементы, или иск- 
лючение нормальных производных в’серединах сторон 2]-π8- 
раметрической аппроксимации полиномами пятой степени со 
сшивкой в Οἱ уменьшает показатель степени у A B (5.18) на 
единицу. 


Упражнение 17. Покажите, что биквадратичная и бикуби- 
ческая субпараметрические аппроксимации (разд. 4.3), 
пользующие билинейное преобразование для перевода произ- 
вольного четырехугольника в единичный квадрат, могут ин- 
терполировать точно полиномы второй и третьей степени со- 
ответственно по х и у. Покажите, что если К является много- 
угольником, граничные условия точно согласованы и инте- 
гралы вычисляются аналитически, то оценка (5.18) справедли- 
ва при Е =2и3 соответственно. 


Упражнение 18. Покажите, что оценка (5.18) справедлива 
для шестигранных субпараметрических элементов в трехмер- 
ном пространстве при условии, что область Ю допускает точ- 
ное разбиение. 


Криволинейные элементы 


Сьярле и Равьяр (19726) показали, что оценки вида (5.18) 
справедливы также для некоторых изопараметрических эле- 
ментов с одной криволинейной стороной; в частности, они 
установили порядок сходимости для двух специальных слу- 
чаев: 


5* 
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(1) Квадратичные изопараметрические треугольные эле- 
менты могут быть представлены в виде (упражнение 9) 


t=ht+(i—t)pt(o—t)q+(t—25*) 49 (=, 9). 


Так как интерполяция точна для полиномов второй степени 
по ри д, то ошибка оценивается как 


[и — О], в = = O(h’) 
при условии, что 


{La Ataf [и 0. (6.19 


Это эквивалентно тому, что 
| Ps — Poller = O (№), 


де P4 есть середина хорды P;P2, а норма — это евклидово 
расстояние в К?. Этому дополнительному условию всегда 
можно удовлетворить, если Й достаточно мало по сравнению с 
радиусом кривизны границы. Предполагается также, что гра- 
ница может быть точно представлена с помощью дуг, допу- 
скающих параметризацию вида 


= р (2р — ПИ-ЕЬ (1 — р) (1 — 2р) - #4р(1—р) (5.20) 
(==, у; ре= [0, 1)). 


Аналогичная оценка справедлива для биквадратичных изопа- 
раметрических аппроксимаций, определенных на четырех- 
угольниках с одной криволинейной стороной, если выполнены 
такие же ограничения геометрического характера. 


(2) Киубические изопараметрические элементы могут быть 
представлены в виде (упражнение 10) 


[= -Н( — В) р — ts) 9-27р9 (1 — р—9) (о — aah) + 


+2 [р — )(ιι-- Qt; = Pht) 85 (в — ath =r) 


ea y). 
Так как интерполяция точна для кубических полиномов по р 
и 4, то ошибка оценивается как 


lu — 011, е=0 (№) 
при условии, что 
|P,— Р|,=0(#) (/=4, 5) 


(Pas РА) — (Р»— Pais OH), 6321 
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и точка Ри выбрана так, что 


ti + ty + ts р в =) (= у) (5.22) 
4 bd ᾽ 5 


де РА = (х, и.) и Р; (хз, 5) — точки, делящие хорду P,P, на 
три равные части и прилежащие к Py и Ps соответственно. 
Дополнительное ограничение (5.21) в действительности вы- 
полняется при достаточно малом A. Как и в предыдущем слу- 
чае, оценка порождаемой конечноэлементной аппроксимацией 
ошибки справедлива лишь тогда, когда в граничном условии 
нет погрешности. Подобная же оценка имеет место для эрми- 
товой изопараметрической аппроксимации (Сьярле и Равьяр, 
19725) при выполнении совокупности условий, аналогичных 
(5.21) и (5.22). | 

_ Эти строгие ограничения на кривизну изопараметрических 
элементов могут оказаться необходимыми на практике, как 
показывают некоторые численные эксперименты (Бонд, Све- 
He, Геншелл и Уабартон, 1973), но комментируются они 
по-разному. 

Во всех оценках сходимости для случая двух переменных 
предполагается, что наименьший угол 0 треугольной сетки 
остается отделенным от нуля при стремлении A к нулю. В ана- 
логичных результатах для случая трех переменных или четы- 
рехугольных сеток на плоскости предполагается, что отноше- 


ние ~~ остается ограниченным при стремлении й к нулю. Для 


любого элемента величина р определяется как диаметр наи- 
большей сферы (в R*) или окружности (в К?), лежащей внут- 
ри этого элемента. Если же таких предположений нельзя сде- 
лать, то оценка для ошибки интерполяции примет вид 


| k+l 
lu — a ll, Α-- О ( 5 ) (5.23) 


в предположении, что величина || — | равномерно ограни- 
чена по всем элементам. Оценка такого вида вводится пото- 
му, что в условии 5.1 второе неравенство (6.72) теперь пра- 
вильнее выражать через р, чем через A (Сьярле и Равьяр, 
1972а, Брамбл и Зламал, 1970). Для треугольных сеток 


o ~hsin 0, 


и поэтому в скобках правой части (5.23) будет стоять 
h*+'-r/(sin 0)”. Если нельзя считать отношение -› Ограничен- 
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ным при стремлении fh к нулю, то может оказаться !), что ве- 
личина || — [| также не будет равномерно ограниченной, и 
поэтому, как показали Брамбл и Зламал, оценка для ошибки 
интерполяции может быть представлена в виде 


μεΓὶ-τ 
lu — al, RSC Terr 4 lee 
при некотором п >1, что лучше оценки (5.18). Бабушка и 
Азиз (1976) отмечают, что лучше иметь дело с углами, стре- 
мящимися к 2л, чем с углами, стремящимися к нулю. 
Оценки вида 


|u— #1. р Сь, weer’ (5.24) 


для ошибки интерполяции могут быть получены с помощью 
теоремы Сарда о ядре для методов, использующих как прямо- 
угольники, так и треугольники. Для некоторых видов кусоч- 
ных полиномиальных аппроксимаций значения постоянных 
Οκ, из неравенства (5.24) могут быть получены численно. 
Результаты эти также подтверждают, что оценки вида (5.23) 
не являются наилучшими из возможных (см. Барнхилл, Гре- 
гори и Уайтман, 1972, и цитируемые ими работы). 

Оценки ошибки интерполяции в терминах максимум-полу- 
нормы |.|(„›к более правильные по сравнению с использую- 
щими соболевскую полунорму оценками вида (5.18), снача- 
ла получил Зламал, а затем Сьярле и Равьяр и Женишек 
(см. Сьярле и Равьяр, 1972а, и цитируемые ими работы). 

Если решение не является достаточно гладким, величины. 
|[и|ен,к Могут не существовать и нельзя получить оценку 
вида (5.18), даже если Kio} > pe. В таких случаях а. 
использовать показатель 


k == тах {5 : ие HS (R)}; 


так как k* =k, то необходимо лишь переформулировать тео- 
рему 5.4, заменив А на ^* там, где это нужно; в остальном 
анализ проводится без изменений. Типичные задачи, для ко- 
торых решение сингулярно или почти сингулярно, возникают 
в случае областей с вдавленными внутрь углами. Для реше- 


ния таких задач были разработаны специальные приемы, ко- ~ 


торые кратко рассматриваются в’ разд. 7.4(F); другой подход 


приводится в гл. 8 книги Стренга и Фикса (1977) и в работе 
Уэйта (1976). 


') Одним из примеров такого рода является 21-параметрическая. ап- 
проксимация полиномами пятой степени со сшивкой элементов в Οἱ, 
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5.4. Ошибки возмущений 


В оценках (5.16) и (5.17) содержатся два различных типа . 
ошибок: 


(1) Первый член 


inf | = У, | 
ΕΚ} 


представляет собой ошибку аппроксимации и может быть 
оценен методами, изложенными в разд. 5.3. 


(2) Все остальные члены возникают из-за приближенного 
характера уравнения Галеркина (5.12). В этом параграфе мы 
попытаемся оценить эти дополнительные члены для различ- 
ных видов возмущений. 

Конечноэлементное решение называется оптимальным, если 
для него порядок ошибок возмущений не превосходит поряд- 
ка ошибки аппроксимации (Нитше, 1972). 

В своем исследовании квадратурных ошибок Хеболд и 
Варга (1972) назвали квадратурную формулу совместимой, 
если в результате ее применения получается оптимальная ап- 
проксимация. | 


(А) Числвннов ΜΗΤΕΓΡΗΡΟΒΑΗΜΕ 


Оценки ошибок интегрирования, осуществляемого числен- 
но с помощью стандартных квадратурных формул, были рас- 
смотрены в упражнениях 6 и 7 разд. 5.1. В этом разделе мы 
рассмотрим этот вопрос более детально и получим оценки, 
справедливые при некоторых типах нелинейности в преобра- 
зовании, отображающем То на Г. 

Квадратурная схема на стандартном элементе задается 
последовательностью точек pi Е То (1=1,..., L) и последо- 
вательностью положительных весов 61. Если возмущенная би- 
линейная форма эллиптична в К», то условие 6; > 0 необхо- 
димо. Любой интеграл по стандартному элементу можно за- 
писать в виде | 


\\ u(p) d(p) = 3 bu (ра) + Е (и), 


l=] 


где, как и раньше, Eo есть оператор квадратурной ошибки 
для стандартного элемента. Чтобы получить квадратурную 
формулу для интегрирования на произвольном элементе, возь- 
мем точки х, = Е(р/) ЕТ и веса В! = 6,/ (pi), где J есть яко- 
биан преобразования Е. Если обозначить через E(u) квадра- 
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турную ошибку на элементе Т, то 


Г. 
Е (и) = \\ u(x) ах — У Вим (1) = 
уз [=] 


᾿ 
-[{αίο)/(ϱ) ap — Ув (py) u(p) = E(w) 
Г. [=| 


В этом разделе, следуя Сьярле и Равьяру. (1972с), мы изу- 
чим ошибки возмущений для решения дифференциального 
уравнения 


= (ai <p ar) cae AG =) +f (x, y)=0 ((x, y)=R) (5.25) 


ς ΓΡ ΔΗΗΠΗΗΜ условием 
u(x, и) =0. 


Предположим, что все ошибки возмущений возникают при 
вычислении скалярных произведений с помощью численного 
интегрирования. Поэтому все базисные функции ф удовлетво- 
ряют граничному условию и согласованы — для этой задачи 


фе 69 (δ). Предположим далее, что область В разбита на $ 
элементов 7; (] =1,..., 5) и что для каждого элемента су- 
ществует преобразование Ε;, отображающее на него стандарт- 
ный элемент; якобиан преобразования Е; обозначим через Jj. 

Поэтому нашей задаче будет соответствовать билинейная 


форма 


$ 
εἩ.ὁ--Σ[α(55}(55}1α(5“)(δ)}4τα. 
{1 Τι 
и возмущенная форма будет иметь вид 


ыы} (и (38 ΚΗ τ) +4 (и у) (ar) $ 


где 


х=Р, (р) 


| Pet (54% 
B= bod (pd) | | 
Следовательно, 


$ 
(а dq) (и, 0) = Σ {В (4-5 51) +В (4,5. —- se Ji) }. (5.26) 


j=l 
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Таким образом, отдельные члены последней суммы имеют 


вид Eo(zw), где z(p) и w(p) есть соответственно d:( 34) 


Ov 
(=) Jj (или 4 (=~ ) и (= ὭΤΩΙ ‚ пусть 41 и 42 являют- 
ся настолько гладкими, что, еж (То). Тогда для интегра- 
лов от произведений можно использовать оценку, полученную 
Ου ду 
в упражнении 7, при условии, что (5:) J, ¥ Κη ) J; являют: 


ся полиномами по р. 
Аналогичным образом квадратурная формула применяется 
и к правой части уравнения Галеркина 


a(u, Ὁ) =(f, 2), 
где $ 
фо=У 11 F(x) οφ) dQ). 
j=1T; 


Отсюда следует, что 


(7, 9)» = δι Σ Ви {| (x) υ ())χ-ε, (P))’ 
и поэтому 


δ 
(ро) -- (фр, = Σ Ευ (foJ;). (5.27) 


Если снова {= #5" (То) при некотором А, то для произведения. 
такого вида можно применить оценки квадратурных ошибок 
при условии, что VJ; есть полином по р. Вместе с тем мы по- 
лучили оценки возмущений (5.26) и (5.27), которые могут 
быть использованы в (5.16) и (5.17) при выяснении вопроса 
о сходимости аппроксимации. 

Если каждый элемент получается из стандартного элемен- 
та линейным преобразованием, то все якобианы являются кон- 
стантами, и если №,„(х) есть полином, то полиномами будут и 


ow OW 
ea tp) LAO И, (р). Можно показать, что на каждом 


элементе функции О\/„(р)/дх/(р), OWn(p)/Oy/(p) и 
У, (р)/(р) будут полиномами, если №»(х) есть пробная ко- 
нечноэлементная функция различных видов (Сьярле и Равьяр, 
1972c). 


Упражнение 19, Покажите, что для квадратичного изопа- 
раметрического элемента, приведенного в упражнении 9, функ- 
ции /(др/дх), Г(др/ду), 1(949/д9х) и J(Oqg/Oy) линейны по р 
и 9. Покажите далее, что для любой кусочно-квадратичной 
пробной функции №, на каждом треугольнике функции 
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J(p)OWn(p)/ox и J(p)OWn(p)/oy будут полиномами второй 
степени по р; покажите также, что /(р) !»(р) есть полином 
четвертой степени. 


Упражнение 20. Докажите, что если используются тре- 
угольные изопараметрические элементы степени А, то на 
каждом треугольнике функции J, /(ди,/дх) и J(OWn/dy) бу- 
дут полиномами степени 2(^ —1) для любой пробной функ- 
ции У». Докажите, что в общем случае ЛУ, & Pep на каж- 
дом треугольнике. 

Сделав предположение о полиномиальности J (р) 9\,/дх, 
J(p)OWn/oy и (5) » на каждом элементе, можно получить 
оценки возмущений (5.26) и (5.27). 


Теорема 5.5. Предположим, что для любой пробной функ- 
ции У, Е Kn на каждом элементе функции J(p)OW,/Ox ἡ 
J(p)OWn/Oy есть полиномы степени не выше Τι, а Г(р)  — 
полином степени не выше го, и что условие регулярности вы- 
полняется для всех $ < тах {Γι, го}. Тогда если квадратурная. 
формула точна на стандартном треугольнике для полиномов 
степени не выше τι --$, то возмущение (5.26) билинейной 
формы ограничено как 


| (@—а,) (У, №,,) | stl 
ΠΥ} hh. easy < Ch | V lle, R? 


где Vn, WnE& Kn есть любые пробные функции. Аналогично 
этому, если квадратура точна для всех полиномов степени не 
выше fo + $ —1, то возмущение (5.27) правой части ограни- 
чено как 


(5.28) 


LW) = Waal < сие | 
ИИ в SCH ИИ, в | (5.29) 


для любой №, е Κι при условии, что f = H$*” (В). 


Если к примеру, применяются лагранжевы или эрмитовы 
элементы. степени κ, преобразование Г в Го линейно и на каж- 
дом элементе Jo(OWn/Ox) & Pri, Jo(OWn/Oy) S Pry и о» Е 
ЕР,. Поэтому г! = А — 1, го =А, и если используется квад- 
ратура, которая точна для всех полиномов степени не выше 
2k — 2, тов (5.28) ив (5.29) $5 = — 1. Тогда из (5.17) сле- 
дует, чтс 


Ще WL} 
lu — Valter Ola — Я eu, | ΚΝΕ T 


+ sup аи, 


veek,l Wale 
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где й интерполирует и. Как было показано в разд. 5.3 (след- 
ствие из теоремы 5.4), 


> k 
lu —ia [ΠΝ <Ch"| и, В» 


поэтому аппроксимация будет оптимальной и 
k 
[и — Ой, r= OF"), 


так как добавочные члены (5.28) и (5.29) есть также O(A*). 

Эта теорема не только указывает степень точности квад- 
ратурной формулы, обеспечивающую оптимальность аппрок- 
симации, но указывает также, что минимальная степень, обе- 
спечивающая сходимость при стремлении A к нулю, есть 
min{r,,7o — 1}. В предыдущем примере она равнялась k — 1. 


Доказательство теоремы 5.5. Ошибка в билинейной форме 
складывается из членов вида 
ДУ» OW 
Во (di а πε 1} = Ро (о, W),. 
x 
где ο(ρ)-- ἀι(δγι/ϑχ) и w(p)=J(OWn/Ox). Если wEP, и 
квадратура точна для полиномов степени г! + $, ΤῸ из леммы 
Брамбла — Гильберта следует, что (см. упражнение 7) 


| Во (9%) | 5 Сота, т, 


Считая коэффициент 41 достаточно гладким, получим с по- 
мощью (5.70) и результата упражнения 5, ‘что 


| | Ow OV 
|Ex(ow)|<ca'|S | | <ca | Wah rll Valless. 7. 


$ η $+1, Τ 


Просуммировав по всем элементам и поделив на | Wa|1, в; πο- 
лучим (5.28). 

Справедливость (5.29) установим, следуя Сьярле и Равья- 
ру (1972c). Введем проекцию Ш Ha одномерное подпростран- 
ство Py функций — констант на элементе Го; так что для лю- 
бой функции ие «Θο(Το) 


\\ (и — IIpu) dp = 0. 
Τ 


Типичный член в ошибке для правой части уравнений Галер- 
кина может быть записан как 


Eo (ΠΥ μι) = Во (fd 1 — По] ,) + Eo (FF [To] Wx). 


Так как 7[1 — Ш] , ЕР, то из леммы Брамбла — Гильбер- 
та следует, что (см. упражнение 7) 


| Eo (f/ [J roe По] №, 1—1 [J =. По] W alles ry)! Ϊ в Ts" 
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Но По есть проекционный оператор, так что можно применить 
лемму 5.5, чтобы получить неравенство 


NE По, ry ЗП τ 
Поэтому из (5.7а) следует, чо 
[Во (ИИ — ПОЙ») 155 С $ sup (УЗ Flr! |. < 
| <CA т, т. (5.30) 
Аналогично этому, если / (р) = Ρ,. и По, есть константа, то 
| Во (М [Πο9 „15 Ο [4 WoW a) Ile, cyl Psat. τ. < 
<C{ Sup J (pM Wally, ry lt με 7 


κα” HL, Ce (5.31) 


Объединяя (5.30) с (5.31), суммируя по всем элементам и 
деля на || „|1, 2, получим желаемый результат. 


Упражнение 21. Рассматривая ошибки вида 
OVA OPW р 1) 


Εο Ox? дл? 

покажите, что если квадратура точна для полиномов степени 
г! {$ и произвольный элемент переводится в стандартный 
элемент линейным преобразованием, то возмущение (а — а») 
для задач четвертого порядка допускает оценку 


| (а—а,) (/ῃ. W,) | $1 
| И, |», τ > Ch | /, [5+3, 


при условии, что пробные функции согласованы и являются 
полиномами степени не выше чем г, + 2 на каждом элементе. 

Результаты, аналогичные теореме 5.5, были получены 
Фиксом (1972) при изучении влияния квадратурных формул 
на лагранжеву и эрмитову конечноэлементные аппроксимации 
на многоугольной области. Квадратурные формулы исследо- 
вались также Хеболдом и Варгой (1972), но только для пря- 
моугольных областей и в предположении, что билинейная 
форма а» проинтегрирована точно. 

Сьярле и Равьяр (1972c) применили результаты теоремы 
5.5 к изопараметрическим аппроксимациям, определенным как 
на треугольниках, так и на четырехугольниках. Они показали” 
также, как выбрать такую квадратурную формулу, чтобы би- 
линейная форма а» была эллиптична в Kn, и тем самым можно 
было обосновать применение оценки (5.17). 
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Однако эти результаты приводят к содержательным оцен- 
кам только тогда, когда используемые изопараметрические 
элементы имеют не более одной криволинейной. стороны. Да- 
же в этих случаях результаты определяются условиями, отме- 
ченными в разд. 5.3. Большинство оценок квадратурных оши- 
бок обобщается на случай К” (т > 2) для дифференциаль- 
ного уравнения 


Σ да (Ч δε} ΕΤ 0-0, 


i, ful 
где 
бе 


Упражнение 22. Используя результаты упражнения 20, по- 
кажите, что изопараметрическая аппроксимация степени ΚΚ 
оптимальна, если используется квадратурная формула, сте- 
пень точности которой равна 4 (А — 1). 


(В) ИнтеРПОЛИРУЕМЫЕ ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ 


Предположим теперь, что аппроксимирующее подпростран- 
ство Ки» содержит функции, не обращающиеся в нуль на гра- 
нице, но что интегралы вычисляются точно. Поэтому можно 
использовать оценку ошибки (5.15), в которой добавочным 


членом будет А ΠΝ 
’ в) — а ци, в) | 
ΕΝ I Wall } se 


Рассмотрим сначала приближенное решение уравнения 


а (и, о) = ($, 2), 


аш) {0 { (22) (22) + (SE) (22) ага 


R 


где 


что соответствует дифференциальному уравнению 


и ыы +f(x,y)=0 (ху = R), 


с граничным условием 
и=0 ((х, у) Е дЮ). 


Результаты этого раздела могут быть применены и в случае 
неоднородных граничных условий, если, как и в разд. 5.1, гра- 
ничные значения допускают подходящее продолжение. Воз- 
можен и другой подход, использующий для оценки ошибок 
теорему 5.3. | 
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Анализ методов, в которых граничные условия не удовлет- 
воряются точно, почти всегда приводит к рассмотрению инте- 
гралов от граничных значений. Это относится также и к ме- 
тодам штрафов, описанным в разд. 5.4(D). Можно определить 


&—1 
соболевское пространство 363° (OR) аналогично тому, как 


было определено пространство 28" (В) в разд. 5.1. Из та- 
кого определения следует, например, что 


ао «ев 


а в силу теоремы о следе 
ди || 
дп 


ЗС] ии, κ. 
k—-1, д 


Тогда из теоремы Грина следует, что 


КРИ —a(u, Wi) =| | ($+) И, о 
OR 


и, объединив эти два выражения, мы получим оценку вида 
I (7, Υ κ) —а(и, №, |< С]и | АИ Ril Wh [ΠΠ OR 


Чтобы быть применимым к задачам второго порядка, вы- 
ражение (5.32) должно содержать || »|1, в, но не должно со- 
держать || »|1-к, or. По этой причине Скотт (1975) ввел оцен- 
ки вида 


AM alle, or k+1/2 
—— $< Ch 9.33 
un {Wi ts ws 


для пробных функций №», которые близки к нулю на границе 
ΟΝ. Бергер, Скотт и Стренг (1972) установили справедливость 
(5.33) для частного случая А = 1], но они не смогли указать 
наилучший способ выбора пробных функций и обобщить этот 
результат. Из определения двойственного пространства сле- 
дует, что оценка (5.33) эквивалентна неравенству | 


\ ew, do 


OR 
sup up are 5. ae ee θε 
и eK, | g qaet-1 (0K) ΝΙΝ 


τ Chrt+il2 


или тому, что при всех gS 6-1 (OR) и W, ЕК, 


| gw, do = Chk+1i? | g lle —1, OR | Й, |, R° (5.34) | 
OR 
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Лагранжевы элементы 


Сейчас мы установим справедливость (5.34) для одного 
частного вида интерполируемых граничных условий, рассмот- 
ренного Скоттом; при этом мы будем в основном придержи- 
ваться его метода. Пусть область R разбита на треугольные 
элементы и стороны элементов прямолинейны внутри К, а 
примыкающие к границе элементы могут иметь одну криво- 
‚ линейную сторону. В этом разделе предполагается, что (кри- 
волинейная) граница для любого граничного элемента Г; мо- 
жет быть параметризована как 


Β, ={(x; (6), у (0): = 00, Θ}}. 


С целью упрощения алгебраических выкладок предположим, 

что для типичного граничного элемента Т координаты хи у 

выбраны так, что 0 =х (рис. 25). Тогда для длины дуги 
o(x) будем иметь 


в (x) = | {1+ y?}"" dx, 


0 


do = “ολ ay, 
x 


Узлы интерполяции на искривленной стороне элемента опре- 
деляются узлами (k-+ 1)-точечной квадратурной формулы 
Лобатто на интервале [0, 1], которые мы обозначим через &№ 

(1=1,..., + 1). Такая квадратурная формула рассматри- 
вается, например, в работе Дэвиса и Рабиновича (1967). Та- 
ким образом, для типичного элемента точками интерполяции 


будут (98, у (95) у, ,; В). 


Таблица 3 


Таблица узлов квадратурной формулы Лобатто 
на интервале [0,1] 


Е =1 0,1 
В = 0,1/5,1 
1 
Е =3 0,1/ + -------, 1 
"25°. 
к =4 0,1/ϱ 1 с 1/0, 1 


1) Скотт показал, что это условие может быть несколько ослаблено 
без изменения окончательного результата. 
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Рис. 25. 


Интеграл от граничных значений из (5.34) можно перепи- 
сать в виде | 


\ 5, ав = р | ΟἿ; ад. (5.85) 
ЯВ i OR; 
Типичное слагаемое этой суммы может быть представлено как 
Θ 
| z (x) w (x) dx, (5.36) 
0 
где ᾿ 
2 (κ) =a (x, y (x) “π΄. 
и 


w (x) = И, (x, у (x). 


Теперь введем полином 2(х) = Р»-›, интерполирующий z(x) на 
интервале [0, 9]. Из теоремы 5.4 следует (если заменить А на 
Е —2и Ю —= (0, 9) = 1), что 


fe 2, Ce aie , ба -2) (5.37) 


если z(x) и тем самым g(x,y), и σ(χ) достаточно гладкие 
функции. sar (5.36) можно представить как 
Θ 8 


| zw dx = \ (2—2) шах- | Zw dx. (5.38) 


Так как интервал 1 = [0,0] может быть переведен в стан- 
дартный интервал [0,1] линейным преобразованием, то из 
леммы Брамбла — Гильберта (см. упражнение 23) следует, 
что | 


|| (2--ὅ]ω ἀχ|-«-Οθ’-![ω]., ο 2 |p, 


Но №, (х, у) обращается в нуль в А - 1 граничных точках ин- 
терполяции, и поэтому W(x) обращается в нуль в А 1-1 точ- 


5.4. Ошибки возмущений | 145 


Поскольку Θ не может превосходить диаметра элемента Т, из 
этого следует, что | 


ках интервала /, так что по теореме Ролля 
k 


| w(x) |< CO" { max 
[0, 1] 


dx* 


оС |. (5.39) 
Можно показать (см. упражнение 24), что 
ВИ, Инт < СИ, 1, т: (5.40) 


Объединяя два последних неравенства и интегрируя, будем 
иметь | 


3/2 
lolly, SCR [17η т, 
и поэтому 


|\ (2-2) wde|<Ch I gh, И, 6.41) 


где OR; обозначает криволинейную часть границы элемента Τ. 

Рассмотрим теперь второе слагаемое в правой части (5.38). 
Так как функция w(x) обращается в нуль в квадратурных 
точках Лобатто, интеграл, содержащий w(x) как множитель 
в подынтегральном выражении, аппроксимируется нулем при 
использовании квадратуры Лобатто. Поэтому оценка квадра- 
турной ошибки одновременно является и оценкой значения 
самого интеграла. Так как (k-+ 1)-точечная квадратура Ло- 
батто точна для полиномов степени не выше 2k — 1, из леммы 
Брамбла — Гильберта следует (см. упражнение 6), что 

Θ 


| 2 (x) w(x) ах | < СВ" | ἕω low, 7 


0 
HO Z & Ро η wW(x)= №, (х, y(x)), где У, ЕР, на T, и πο. 
этому : : 
| | | «ἴω lon. I < С] 6 [μ.ο | У, ily. |. 
Вместе с (5.37) это дает 
| Zz lle —2, I < | = | 1 Ἔ | #—2 ll, -2, I < 
<=, < 


«СИЕ рок 
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Так как переход от Т к стандартному элементу Го является 
линейным, то из условия регулярности будет следовать, что 


| Walle, T < ΓΗ | У, ll. re 


Объединяя эти четыре последние неравенства, получим 
8 
| 2wdx|<Ch I gl, orp Walk, r- (5.42) 


0 


Суммируя теперь неравенства вида (5.41) и (5.42) по всем 
прилегающим к границе элементам, получим для ошибки ΒΟ8- 
мущения оценку 


| ον, do 
OR 


а Ик (5.48) 


и, следовательно, 


LG Rg 8 eat k+1/2 
ПИ», в } SCh le а, в (5.44) 


Теорема 5.4 показывает, что для интерполяционных поли- 
номов Лагранжа степени А ошибка интерполяции оценивает- 
ся как ΄ 


Ju — #1, в < СИМ, в 


и Поэтому оценка ошибки для аппроксимации Галеркина 
имеет вид 


lu — Ualh, p<C {и eas, pt ВИ lu lees, в}. (5.45) 


Следовательно, конечноэлементная аппроксимация с такой 
интерполяцией граничных условий остается оптимальной до 
тех пор, пока ошибка возмущения будет более высокого по- 
рядка (по A), чем ошибка аппроксимации. Скотт (1975) и 
Чернука, Купер, Линдберг и Олсон (1972) предложили для 
треугольных элементов с криволинейными границами квадра- 
турные формулы, сохраняющие порядок для кусочных квадра- 
тичных ‘аппроксимаций. Такие аппроксимации изучались так- 
же Бергером (1973) с целью получения оценки ошибки в тер- 
минах нормы пространства 57. (Ю); он также проводил числен- 
ную проверку порядков (1972). В противоположность интер- 
поляции граничных данных по конечному числу значений 
можно строить аппроксимацию, точно воспроизводя их вдоль 
всей границы, если использовать смешанные функциональные 
интерполянты (Гордон и Уиксом, 1974). Некоторые сведения 
о смешанных функциях будут изложены в разд. 7.3. 
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Упражнение 23. Используя рассуждения, аналогичные при- 
веденным в упражнении 6 (или в лемме 5.5), докажите, что 
из леммы Брамбла — Гильберта следует неравенство 

| 9 
(е—доах | < 0-е 
0 
где 2 = Р,_› интерполирует г на интервале / = (0,0) иш = 


= 57.(1) (Указание. Для доказательства рассмотрите функ- 
ционал FEL (26-1 (1 Ж $ (1); К), где 


ὦ | 
F (2, w) =| (2-2) шах.) 


0 


= 


Упражнение 24. Покажите, что для лагранжевых интерпо-_ 
ляционных полиномов степени К на треугольниках с прямоли- 
нейными сторонами при К =2 и А =3 любая пробная функ- 
ция W удовлетворяет неравенству 

—k 
ПУ -<Ch ПУ], τ. 
(k) T 

Упражнение 25. Покажите, что оценка ошибки возмущения 
(5.44) справедлива также для частного вида эрмитовых куби- 
ческих элементов, предложенных Скоттом (1975). 


(С) АпПРОКСИМАЦИЯ ГРАНИЦЫ 


‚ По-видимому, первые оценки ошибок для методов конеч- 
ных элементов на приближенно заданных областях были по- 
лучены советскими математиками (см., например, работу Ога- 
несяна, 1966). Они получили оценки для кусочно-линейных 
аппроксимаций на треугольных сетках и рассматривали толь- 
ко приближенное решение для задач второго порядка с гра- 
ничным условием 


а" thu=0 (6250) 


заданным на криволинейной границе. Они показали, что 
и —Unlh, к, < СШ, rp» 


но их доказательства слишком сложны и выходят за рамки 
этой книги. Для таких задач были получены оценки ошибки 
в терминах нормы пространства Ho(R) (Оганесян и Руховец, 
1969). Несколько позже было показано (Стренг и Бергер, 
1971, Томе, 1973), что если Rn есть многоугольник, вписанный. 
в Ас РК? (ΚΠ, т>2 согласно Стренгу и Фиксу, 1977, пара- 
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граф 4.4), то для ges задачи, определяемой уравнением 
ος Е τ +i, yy=0 ({κ, y) ΕΑ) (5.46) 


и граничным условием и = 0 на OR, справедлива оценка 
3/2 
[и — ap ||, в, = Ой), 


где Un есть решение возмущенной задачи, определяемой урав- 
нением 


=0 ((x, y) =R,) (5.47) 


h 
Oy? 


H граничным условием Un = 0 Ha ОКи. 

Таким образом, если уравнение (5. 40) решается г, 
женно путем разбиения многоугольной области К» и после- 
дующего вычисления конечноэлементного решения уравнения 
(5.47), то, согласно результатам разд. 5.3, 


[и — Оь |, в, = О (п) 


для кусочно-линейных аппроксимаций на треугольных раз- 
биениях. Если аппроксимирующие функции содержат все по- 
линомы степени 2 или выше, то, согласно тем же результатам, 


м —Unlh, к, = O(n”). 


Этот порядок аппроксимации может оказаться существенно 
ниже того, который получился бы только на основании ре- 
зультатов разд. 5.3, и происходит это из-за плохой аппрокси- 
‘мации вблизи границы; иногда это понижение интерпрети- 
руют, как эффект приграничного слоя. Можно воспользовать- 
ся принципом максимума, чтобы показать, что при наличии 
негладкой границы возмущения будут меньше внутри КА. Не- 
которые результаты такого рода могут быть распространены 
на тот случай, когда Rp CR. Свойства сходимости конечно- 
элементных аппроксимаций вовне области изучались Нитше и 
Шатцем (1974), а также Брамблом и Томе (1974). 

Бергер, Скотт и Стренг (1972) показали, что если область 
Ю в общем случае аппроксимируется областью Rn, которая не 
обязательно является многоугольником, так, что максималь- 
ное расстояние между двумя границами ОК и ΟΝ есть О (й*+!), 
то соответствующий такому возмущению член в оценке (5.16) 
будет величиной порядка О(#*+1/?). Этому условию может 
удовлетворять аппроксимация границы кусочными полинома- 
ми степени №, например, путем интерполяции; можно пока- 
зать, что если для аппроксимации функций и интерполяции 
границы используются полиномы одинаковой степени, то 


у 
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ошибка метода конечных элементов будет еще порядка O(h*) 
в терминах нормы пространства 2’ (К,). Аналогичный ре- 


зультат имеет место для изопараметрических аппроксимаций, 
так как Сьярле и Равьяр (1972c) показали, что заключения 
теоремы 5.5, будучи слегка измененными, остаются справедли- 
выми и тогда, когда область задана приближенно. Похожий 
результат был получен Зламалом (1973, 1974). Задача Ней- 
мана рассматривалась несколькими авторами, например 
Стренгом и Фиксом (1973) и Бабушкой (1971). 


(Ὁ) ΜΕΤΟΠΡΙ ΙΙΤΡΑΦΟΒ 


К этой категории относятся все те методы, в которых He- 
однородное граничное условие Дирихле рассматривается в 
форме интеграла от граничных значений, добавляемого к со- 
ответствующему функционалу, а не в форме наложения не- 
которого условия на аппроксимирующие функции. Такие ме- 
тоды могут основываться на методе наименьших квадратов. 
или на методе Ритца, или же на сочетании их обоих. Наибо- 
лее часто употребляемый подход основывается на методе наи- 
меньших квадратов, для которого ошибки уже нельзя есте-. 
ственным образом получить в терминах соболевских норм, и 
приходится постоянно привлекать теорему о следе для оценки 
интегралов от граничных значений (см., например, гл. 6 в 
книге Варги, 1971). 

Если мы предположим, что оценка ошибки интерполяции, 
приведенная в теореме 5.4, справедлива при некотором k > 0, 


т; е. 
ΑΠΣ 


то можно получить и непосредственную оценку ошибки, но не 
в терминах соболевских норм. 


Теорема 5.6. Если конечноэлементная аппроксимация удов- 
летворяет условию 


(AU, —f, АГ) = °(U,—g, V,) (ля всех У, ЕК,), (5.48) 
где 


@, ф) = \ ov do, 


OR 


и если теорема 5.4 справедлива при некотором k>O, το имеет 
место неравенство’ 


|| AU, — Ам qt An — whe, oR, SCAN lege 
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Доказательство. Так как 
| Au — Ай pSCllu—al, p >. 
для любой функции и —йе= 42 (Ю) и | 
и — Я ою ЗС и ЯВ "и —ф в} 
(Агмон, 1965), то 


| Au — Або и Яр < 


4? (R) 
‘i --1 ~ --2 ~ 
<C {lu—al, pth '|u—Gll, pth и— #1, р}. (5.49) 
Поэтому метод наименьших квадратов, заданный с помощью 
(5.48), является проекционным методом в том смысле, что 


и —U, ||,,= inf [μ-- ἃ] 
| "Ш ‘дек, и 


где норма определена как 
- eae? 2 —3 2 
ФИ =| Ag Ile, (в) -Е h [| Φ |ἰφ, (OR)° 


Результат немедленно следует из неравенства (5.49) и теоре- 
мы 5.4 при г = 0, 1 u 2. 
- Можно доказать также, что 
| и — О, ως (В) #1 θὲ. вы | и |. R? 
но доказательство выходит за рамки этой книги (Бейкер, 
1973; или Брамбл и Шатц, 1970). Численный пример примене- 
ния оценки такого частного вида будет приведен в разд. 7.4(A); 
другие примеры можно найти у Сербина (1975). 

Другие авторы предлагают отличные от изложенного про- 
екционные методы для решения уравнения (5.46); они осно- 
вывают свои методы на использовании таких норм, как 


ИФ =а (Ф, ©) +A NOS, copy 
(Bpam6a, Дюпон и Tome, 1972) и 


oli, =—2(@, φ)-- 2{4φ, @) +A’ AQ ME, e+ 
| 2 
ΜΗ; 


(Брамбл и Нитше, 1973). 
Такие методы допускают обобщение на задачи более вы- 
сокого порядка и на задачи размерности большей двух. Пред- 
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лагаются также и методы, основанные на использовании ста- 
ционарных точек функционалов, не являющихся положитель- 
но определенными (см., например, работу Томе, 1973). Мето- 
ды штрафов изучались также Обэном (1972), с. 23. 


(Е) НЕСОГЛАСОВАННЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ 


Определим билинейную форму 


5 : 
ανίω, = Σ, [дк + ау ay } Чаи, 


j=l Г, 


которая не совпадает с билинейной формой 


a(u, υ)-- о + 55} 4х ау, 
ce 


если функция Ὁ терпит разрыв вдоль границ между элемен- 
тами; различие между двумя формами а и Qh является OCHOB- 
ным моментом при изучении несогласованных элементов (см. 
разд. 7.2); в дополнение к этому определим Ву COOT- 
ветствующую форме а», как 


|u|, = [αλ (u, и)", 


а также норму 


2 2 1/2 
= [и Гокю |: 


В качестве примера результатов, которые могут быть по- 
лучены для несогласованных элементов, рассмотрим прост- 
ранство К» кусочно-линейных элементов, которые согласова- 
ны в серединах сторон треугольной сетки (дальнейшие детали 
снова можно найти в параграфе 7.2). Для таких элементов 
ошибка при интерполяции линейных функций равна нулю, так 
что по аналогии с разд. 5.3 

inf [и — И, | < Си Ь, в 


У, ЕК, 


для любой функции и = 2 (R). Поэтому, если несогласован- 
ная аппроксимация оптимальна, добавочный член 


stip | (; μά ἔπε а, (и, W,) | 
У, ЕК, ПИ 


должен быть не больше, чем O(h). 
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Применяя теорему Грина к каждому элементу, получим, 
_ что | 


$ 
(р, Ἷ κ) — а (м, V =) | Wh do= 


1=10Т, 
Q 
aC LOM AC LOM. 
= 1 


где через Е; обозначена сторона между двумя соседними эле- 
ментами сетки, а два слагаемых в последнем интеграле, отме- 
ченные как [1] и [2] соответственно, есть предельные значе- 
ния, соответствующие элементам по обе стороны линии раз- 
рыва ΕΙ. Применяя лемму Брамбла -- Гильберта к функцио- 
налам вида 


и, Му= |4 (5% №,) +(S W,) }do (5.50) 
Ε] 


(см. упражнение 27), можно показать (Крузей и Равьяр, 
1973), что если 


\ wh! и} do =0 (5.51) 

Е 

для всех №, Е Kan, то 
| (Г, №,) — а, (м, М, Си all Wa lh (5.52) 


Упражнение 26. Покажите, что (5.51) выполняется для ку- 
сочно-линейных несогласованных элементов, описанных выше. 


Отметим, что в разд. 7.2 будет показано, что (5.51) пред- 
ставляет собой кусочное тестирование несогласованных эле- 
ментов для задач второго порядка. Сьярле (1973) получил 
аналогичные результаты для элементов, связанных с задача- 
ми об изгибе пластины. Сравнительный анализ несогласован- 
ных элементов для задач об изгибе пластины имеется у Ласко 
и Лесена (1975). 


Упражнение 27. Предполагая выполненным условие (5.51), 
примените лемму Брамбла — Гильберта к функционалу (5.50) 
и докажите тем самым справедливость оценки (5.52). 


5.5. Резюме 


В этом разделе содержатся краткие выводы по некоторым 
из наиболее важных результатов разд. 5.2—5.4. 1) 
1) Хотя этот раздел может читаться без знакомства с предыдущими 


параграфами данной главы, приведенные в нем результаты существенно 
используют обозначения и определения разд. 5.1, 
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Первый результат относится к интерполяционным свойст- 
вам базисных функций, используемых в конечноэлементной 
аппроксимации, и называется условием полноты. Если в 06- 
щем случае полином степени К интерполируется точно и ре- 
шение и задачи второго порядка, заданной на двумерной об- 
ласти Ю, является достаточно гладким, так что и = Ft) (Ю),. 


TO для аппроксимации Галеркина U & Км справедлива оценка 


[и —U lh, e<Cllu— Я, в < СИ и, в, (5.53) 


где h есть диаметр наибольшего элемента и йе Км интерпо- 
лирует и. В этом контексте вид интерполирующей функции 
определяется типом используемой конечноэлементной аппрок- 
симации; при этом предполагается, что все узловые парамет- 
ры интерполяции определены точно. 

Если решение и не является столь гладким, как этого тре- 
бует оценка (5.53), то показатель степени у A в оценке ошиб- 
ки уменьшается так, что при и <= 26" +1 (δ) (< Е) 


и —Ulh, р < СИ | ullerat, р. (5.54) 


Оценка ошибки в такой модифицированной форме использу- 
ется, например, тогда, когда какая-либо из младших произ- 
водных имеет особенности внутри области R или на ее грани- 
це. Тот случай, когда Diu (|i| <1) имеет особенности на гра- 
нице, подробно обсуждается в других работах (Стренг и 
Фикс, 1973, гл. 8, и Уэйт, 1976) и здесь И bockscs TOJIb- 
ко вкратце в разд. 7. 4(F). 

Для аппроксимаций, построенных на элементах, у которых 
базисные функции не выражаются непосредственно через про- 
странственные переменные х и у, а определяются вместо 
этого с помощью преобразования к. стандартному элементу 
с новыми переменными р и 4, показатель степени у йв (5.53). 
определяется немного иначе. Для таких аппроксимаций, в ΚΟ-. 
торые входят и весьма распространенные изопараметрические 
элементы, А есть степень полиномов по ри 4, которые интер- 
полируются точно. 

При использовании криволинейных изопараметрических 
элементов важно помнить о тех строгих ограничениях, при ко- 
торых справедливы оценки (5.53) и (5.54). Даже когда только 
одна сторона треугольного элемента заменяется отрезком 
квадратичной кривой, элемент будет близким к треугольному 
с прямолинейными сторонами только с точностью О (#2). Если 
криволинейная граница будет кубическим полиномом, то огра- 
ничения на элемент будут даже более строгими — детали из- 
ложены в разд. 5.3 на с. 132. 
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Если заданы граничные условия Дирихле, то необходимо 
добиться удовлетворения приближенным решением этих усло- 
вий по всей длине границы, прежде чем применять оценки 
(5.53) или (5.54). Если же граничные условия интерполиру- 
ются по конечному числу значений в граничных точках, оцен- 
ка ошибки принимает вид 


[и — МИ, к ЗС инь RA, (5.55) 


где величина добавочного члена А определяется типом ап- 
проксимации граничных данных. Оценкой (5.55) можно поль- 
зоваться также и тогда, когда область Ю аппроксимируется 
некоторым образом (например, многоугольником), когда при- 
меняется численное интегрирование или ибпользуются несо- 
гласованные элементы при построении аппроксимации. Все 
три приема можно рассматривать как отклонения от класси- 
ческого вариационного метода, и поэтому в анализе каждого 
из них есть много общего. Что же касается величины возму- 
щения, то сходимость еще имеет место, если эта величина 
есть О (#5) ($ > 0). Измененная возмущением аппроксимация 
называется оптимальной, если порождаемая возмущением 
ошибка есть О (й*), т.е. имеет тот же порядок малости, что и 
ошибка интерполяции. 


(А) Численное интевгрирОъВАНИЕ 


Можно показать, что для задач второго порядка, при ре- 
шении которых используются элементы с прямолинейными 
сторонами, порождаемый численным интегрированием доба- 


вочный член есть 
; A = О (й°) 


_при условии, что квадратура точна для всех полиномов степе- 
ни $5 + Е — 2; это означает, что сходимость имеет место для 
квадратурной формулы порядка !) Е — 1; а оптимальность — 
для квадратурной формулы порядка 2k — 2. Если использу- 
ются треугольные изопараметрические элементы с криволи- 
нейными сторонами, то в силу упомянутых выше ограничений 
для обеспечения. оптимальности аппроксимации необходимы 
квадратурные формулы порядка 4(k — 1), тогда как для схо- 
димости достаточно формул порядка 3(k — 1). 


1) Квадратурная формула имеет порядок г, если она точна для всех 
полиномов степени не выше г. 
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(В) ИнтеРПОЛЯЦИЯ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 


Если для каждого граничного элемента граничные условия 
согласованы только в конечном числе точек, то порядок соот- 
ветствующего добавочного члена зависит от расположения 
этих точек интерполяции на границе. Аппроксимация будет 
оптимальной, если граничные данные согласованы в квадра- 
турных точках Лобатто; это означает, что если граница эле- 
мента может быть задана параметрически как (х(9), ν(θ)), 
(0 <0=< 9), то точки границы, по значениям в которых ин- 
терполируются граничные данные, определяются квадратур- 
ными точками Лобатто на интервале [0, 9]. Другим спосо- 
бом задания квадратурных точек является использование дли- 
ны дуги вдоль границы в качестве параметра. 


(С) ANMPOKCHMALHA КРИВОЛИНЕЙНЫХ ГРАНИЦ 


Можно показать, что если для каждого граничного элемен- 
та граница аппроксимируется кривой, уравнение которой 
представляется полиномом степени А, то граница отстоит от 
своего приближения на O(h**'), и поэтому аппроксимация бу- 
дет оптимальной. В противоположность этому, если границу 
аппроксимировать ΜΗΟΓΟΥΓΟΠΡΗΗΚΟΜ, то соответствующий до- 
бавочный член будет величиной порядка О (#3/?), и сохраняет- 
ся только ΕΧΟΠΗΜΟΣΤΡ. 


_(D) ΗΕΟΟΓΠΑΟΟΒΑΗΗΒΙΕ ЭЛЕМЕНТЫ 


Можно показать, что сходимость имеет место, если элемен- 
ты выдерживают кусочное тестирование (см. гл. 7). 


ГЛАВА 6 


НЕСТАЦИОНАРНЫЕ 
ЗАДАЧИ 


В гл. 3 мы построили семейство приближенных методов 
решения задач с граничными условиями; они сводятся к на- 
хождению стационарной точки некоторого функционала, кото- 
рая является также и точкой экстремума. В этой главе мы по 
возможности обобщим такие методы на задачи с начальными 
данными. Однако при рассмотрении вариационной формули- 
ровки эволюционных задач возникают дополнительные труд- 
ности. Например, в случае диссипативных систем после допол- 
нения основной задачи сопряженной соответствующий им 
функционал /(и, и*) уже не будет обладать такими экстре- 
мальными свойствами. Даже в таких эволюционных задачах, 
для которых существует точная вариационная постановка, 
как, например, динамические системы Гамильтона, стацио- 
нарная точка не является экстремальной. 

Эти трудности привели различных авторов к предположе- 
ΗΗΙΟ о том, что вариационные формулировки вряд ли окажут- 
ся полезными для решения нестационарных задач. Мы при- 
соединяемся к этому мнению в особенности потому, что, как 
было показано в гл. 3, методом Галеркина можно пользо- 
ваться без какого-либо упоминания о вариационных принци- 
пах. Единственным оправданием изучения сопряженной зада- 
чи является желание рассмотреть диссипативные системы в 
рамках развитого здесь математического аппарата. Для по- 
добных целей другие авторы предлагают так называемые 
ограниченные вариационные принципы или квазивариацион- 
ные принципы; такие принципы не имеют большого внутрен- 
него смысла, а просто служат математическим обоснованием о 
для применения метода Галеркина к диссипативным систе- 
мам. Все формулировки одинаково хороши в этом отношении 
и одинаково несовершенны в смысле строгости, когда дело 
касается задач с начальными данными. 
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В разд. 2.5 уравнения движения непрерывно распределен- 
ной динамической системы были получены как необходимые 
условия стационарности функционала. Покажем теперь, что 
если используется этот подход, то приближенное решение мо- 
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жет быть получено, как и в гл. 3, путем определения стацио- 
нарного значения относительно аппроксимирующего подпро- 
странства функций. Поскольку уравнения движения таких ди- 
намических систем будут гиперболического или параболиче- 
ского типа, соответствующий функционал не будет положи- 
тельно определенным. Следовательно, даже для консерватив- 
ных систем стационарное значение не является экстремумом 
и невозможно получить наилучшую аппроксимацию. Приме- 
ром такого функционала, соответствующего уравнению дви- 
жения | | 

д?и ο д?и 


Е ВЕ | 8.5 


для колеблющейся струны, является выражение 
в | 
поз [ее αὐ 
to 0 ᾳ 


Граничные условия 


Может показаться, что приближенное решение вида 


М 
U ЕЯ t) my 2. 9;Ф; (х, t) 


для уравнения (6.1) получается путем непосредственного при- 
менения изложенного в разд. 3.1 метода Ритца к функциона- 
лу [(9), заданному формулой (6.2); к сожалению, это при- 
водит к несовместности в граничных условиях. 

Задача, определяемая линейным гиперболическим диффе- 
ренциальным уравнением вида 


TH + ди, д = д << (69) 


прихеА< К” с границей OR, где А есть линейный эллипти- 
ческий дифференциальный оператор, аналогичный введенно- 


му в гл. 3, корректно поставлена в области ЮХ [ἰο, В |, если 
заданы граничные и начальные условия 


u(x, )=0 ((x, ) SOR X (by, ἐὺ), (6.3a) 
и (х, to) = №0 (x) (x = Ю) (6.90) 

И 
eM fo) = U(x) (x&R). - (6.3с) 


Однако задача не будет корректной, если (6.3c) заменить 
условием при { = И, таким, например, как 


u(x, 1) =и(х) (ΧΕ). (6.34) 
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Задача, определяемая уравнением (6.3) и условиями (6.84), 
(6.95) и (6.34), возникает при определении стационарного 
значения такого функционала | 

ti 


(05 to, 1) = | {ον од — av, 9) +24, oat, (6.8 


to 


где скалярное произведение обозначает TO же самое, что и в 
главе 3. 

Таким образом, перед вычислением решения Ритца для 
задачи, определяемой уравнением (6.3) и условиями (6.894), 
(6.36) и (6.3c), необходимо несколько видоизменить метод 
так, чтобы избежать введения граничного условия (6.34). Мы 
не встретимся с этой трудностью, если воспользуемся полу- 
дискретным методом Канторовича, чтобы получить прибли-. 


женное решение вида 
м 


U(x, 1) = δ) a; (0 φ; (x), 


ἱ --ἲ 


поскольку при этом уравнение (6.3) будет заменено системой 
обыкновенных дифференциальных уравнений второго поряд- 


ка относительно функций a(t) (Г=1,..., М) (см. разд. 3.3). 
Условия (6.905) и (6.86) заменятся эквивалентными условиями 
a; (to) = с; (i= 1, #2 №) (6.5а) 
И 
da, (1 
м (6.55) 


Мы отложим обсуждение полудискретного метода до по- 
следнего параграфа и вернемся вкратце к задаче о вычисле- 
нии решения Ритца вида 


М 
U (κ, ἢ = 2. aig; (x, 0. (6.6) 


Если функция u(x,t) является решением уравнения (6.3) и 
удовлетворяет заданным условиям, TO при любых Το Ἡ Τι, та- 
ких, что и < То <7; < В, функция u(x,t) доставляет ста- 
ционарное значение интегралу / (и: То, Τι), где все допустимые 
функции удовлетворяют условиям 


v(x, То) =и(х, To) `(хеЕР) 
И | 
о (х, Τι) == tf (x, Τι) (x == Ю), 


и граничному условию 
v (x, t) = 0 ((x, t) = OR x (To, Τη). 
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В частности, если взять разбиение интервала [fo, В] точками 
К =T) < т! че я тк =И, 


то решение уравнения (6.3) доставит стационарное значение 
каждому из функционалов 


Ти! 
1, (0) = \ {ων οὐ —а (0, о) +2(f, dt (и=1,..., К). 


(6.7) 


Отметим, что области задания функционалов по времени пе- 
рекрываются. Используя функционалы (6.7) вместо функцио- 
нала (6.4), можно построить метод решения в виде последо- 
вательных шагов, сводящихся к методу Ритца. А именно, счи- 
тая решение известным на момент { == т„—, попытаемся найти 
численно стационарную точку функционала J, и тем самым 
решение на момент ¢ = τη}, чтобы затем использовать его 
как известное условие. Чтобы осуществить это практически, 
представим задачу, так, как если бы граничное условие (6.834) 
было задано вместе со значениями решения u(x,t) на момен- 
ТЫ t = Tn—1, Ти, И затем решим ее относительно неизвестного 
решения на момент { == ти-+1. Такой подход возможен при усло- 
вии, что у нас имеется дополнительная информация о решении 
на промежуточном шаге { = τη. Следовательно, для вычисле- 
ния решения на момент { = „+! мы должны знать его на двух 
предыдущих шагах, т.е. при Е == ти и t == ти. 

В качестве примера мы опишем один из способов вычисле- 
ния конечноэлементного решения уравнения (6.1). Возьмем в 
области 0 < х SI, tr-) St = ти разбиение вида 


ῃ---χς < owe < Kp =I, 


где χη —X; = Ax (1=0, 1, 2,..., L), и будем также счи- 
тать, что 


Теперь представим себе, что мы решаем краевую задачу, опре- 
деляемую уравнением ах 


д?и 9 д?и 


у ори С Е 0 (0 <х<Ё T1<1 < τω μι) (6.8) 


и условиями 
и (х, τ, ει) —- Un+t (v) (0 = χες 1, i (6.9a) 
В. Ae Behe) ЗО (6.9b) 


и (0, )=u (Г, 1.=0 я tari) (6.9c) 
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ip AU: ВЫ. ИНОЕ 


x 
Рис. 26. 


Чтобы получить приближенное решение этой задачи, опреде- 
лим в области (0 < X¥ <7; tay St XS ти) билинейные ба- 
зисные функции фи(х, 2) (1=1,..., Ш] =п— и n+), 
соответствующие точкам Р! == (х;, t,) (ср. с разд. 3.1), изо- 
браженным на рис. 26. Тогда приближенное решение запи- 


шется в виде 
n+l 


U(x, = > Loy ἡ UI, _ (6.10) 


где Ul есть значение этого решения в точке PJ. При решении 


красной задачи (6.8) — (6.9с) величины it ИО 
--],..., L) определяются из (6.94) и (6.95) соответственно, 


а 0: а из системы 


п-+ 1 
a “(Σ Σ ου)-ο ᾳ--1,.... 2). (640) 


j=n-1k=l1 


Мы же пытаемся решить не краевую задачу, а задачу с Ha- 
чальными значениями. Следовательно, если величины И?“ 
и 0: (1=1, ..., L) известны, система (6.11) должна быть 
использована для определения pr 

Упражнение 1. Покажите, что пошаговый метод решения 
уравнения 


д?и =, 0 
a = ( < х<й b<t< t 1) 


с использованием билинейных базисных функций, который 
был описан выше, приводит к системе разностных уравнений. 


И: — r'dyl1} 0 =0, (6.12) 
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где 6; и 6; есть операторы взятия центральных разностей 
второго порядка, [хи [: — операторы интегрирования по Симп- 
‘сону, введенные в разд. 3.1, а г= АШАх, и область разбита 
так, что 


®ит- Та == ΔΙ (=, see, К) И Х;+1 — х; = Ах (1=0, ву Г). 


Начальные условия 


В приведенном выше примере и вообще в пошаговых ме Ἢ 
тодах, получающихся аналогичным образом для задачи (6.3) — 
(6.86), необходимо как-то получить приближенное решение 
при { = т и ἰ--τι, чтобы затем. уже можно было использо- 
вать функционал /[1(9) для нахождения решения при Ё = то. 
Если между начальными и граничными условиями нет раз- 
рывов, то › приближенное μαι можно определить в виде 


О (x, ἡ} = шо (x) + > a; (X, 1). (6.13) 


Использование этого представления эквивалентно переходу к 
такой задаче (ср. с разд. 3.2), для которой начальное ЗН 
(6.35) заменено условием 


О (х, &) =0 (ΕΝ. 
При наличии разрывов, т. е. когда 
шо (х) ==0 (хе дЮ), 


нельзя использовать приближение вида (6.13) и необходимо 
аппроксимировать #(х) функцией вида 


м 
О (x, to) = > αφ; (X, fo) 


Tak, что либо U(x,?fo) интерполирует wuo(x), либо ошибка 
g(x) — U(x, to) минимизируется в некоторой норме. Точно 
так же необходимо аппроксимировать и второе начальное ус- 
ловие, так что 


- М 
OU (x, to) __ Da б дф; (x, fo). 
at eve. i ot 
i=1 
является хорошим приближением для ζο(Χ). 
Поэтому в рассмотренном выше примере можно ввести на- 

чальные условия 
Л=щ() (i=1...,L) 
τ 1 0 

U; oe, U; . 
has ЗА: Vo (x;) (i --- i, 0.0.09 `В 


1/06 Зак. 672 
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Такое использование принципа Гамильтона позволяет по-. 
строить вполне работоспособный метод последовательных ша-. 
гов для решения консервативных систем, хотя метаматиче- 
ская формулировка такого метода в ряде случаев не кажется 
слишком убедительной. Аналогичным образом пошаговый ме- 
тод для приближенного решения гиперболических уравнений 
описывается у Нобла (1973). 


6.2. Диссипативные системы 


Как уже упоминалось в начале этой главы, различные 
авторы пытались получить вариационную формулировку для 
диссипативных задач. Некоторые из них пытались получить 
такой же общий вариационный принцип, который был бы 
справедлив для большого класса таких задач (Финлейсон и 
Скривен, 1967, и цитируемые ими работы), как принцип Га- 
_мильтона — для консервативных систем. Основные недостат- 
ки подобных формулировок таковы: 

(1) Вариационные принципы проще всего получаются из 
основных уравнений, так что вариационная формулировка 
требует дополнительных усилий, но не дает дополнительной 
‘информации. 

(2) Участвующий в формулировке вариационного принци- 
па функционал не имеет физического смысла и его стацио- 
нарные значения никогда не являются настоящими экстрему- 
MaMH, которые могли бы быть использованы для получения 
оценок ошибки. 

(3) Как уже отмечалось в предыдущем разделе, имеется 
заметная несогласованность между вариационными задачами 
и задачами с начальными данными, которая постоянно игно- 
рируется в большинстве так называемых вариационных фор- 
мулировок эволюционных задач. 

Мы подчеркнули достоинства и недостатки вариационных 
формулировок именно в этом месте книги ввиду большого 
разнообразия в литературе таких формулировок для диссипа- 
тивных или необратимых задач и подчас противоречивой их 
трактовки. Мы не будем рассматривать конечноэлементное 
решение эволюционных диссипативных систем, получающееся 
исходя из сопряженной формы задачи, а вместо этого приве- 
дем два упражнения, которые могут быть выполнены интере- 
сующимся читателем. 


_ Упражнение 2. Покажите, что при подходящем выборе 
аппроксимирующих функций функционал, соответствующий 
задаче, определяемой простейшим уравнением диффузии 


2 


6.2. Диссипативные системы | 163. | 


граничными условиями 
и (0, =и (1,10 ()=0 (h<t<ht)) 


и начальным условием 


u(x, 0) = и (х) (0<х<1, 
имеет вид 


Покажите далее, что уравнение . - 


ди* д?и* 


Ot Ox? 
является необходимым условием для стационарности точки,. 
определяемой из системы δοί(υ, и*) = 0, если либо (Г) функ- 
ция и считается известной при ар, и =, либо (11) « 
` считается известной при Ё = Щи и* =0 при. t= ft}. 


Замечание. Отсюда видно, что при вычислении стационар- 
ной точки функционала [„`нужно предположить, что функция. 
и (х, 1,1) может принимать любые значения, тогда как ~ 
и* (х, Tr) = 0. Поэтому функция U*(x, г) — это не приближен- 
ное решение отдельной сопряженной системы, а скорее после- 
довательность приближений для ряда отличных друг от друга. 
сопряженных систем, соответствующих каждому из интерва- 
лов [τ᾽,..Ι, τη], причем для каждой такой системы должно вы- 
полняться условие 


O(a, 5 y= 0. Ta I, 2, eR) 
при 0 < х=<[ 


Упражнение 3. Покажите, что решая методом последова- 
тельных шагов се | 
ди 
тя os ΕΕ 0 <#> ti), 
как это было описано выше, и используя. при этом билинейные 
базисные функции, мы придем к системе разностных уравне- 
НИЙ 


АН»? — 3 rds {И + 201} =0, (6.14) 


где A; есть оператор взятия разности вперед по 1; [х, 5;— оп- 
ределенные ранее разностные операторы по x, а г = At/(Ax)?. 
Область разбита так, что т: —Tr = ДЕ (п —0, 1 νο ἂρ 
χηι--ΧιΞΕΔΧχ (1=0, 1, ..., Ν). Здесь читатель, знакомый 


1/26= 
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с конечноразностными методами, может сравнить полученное 
выше разностное уравнение со стандартной конечноразност- 
ной аппроксимацией простейшего уравнения диффузии, такой, 
например, как схема Кранка — Николсона. Аналогичное срав- 
нение можно провести между уравнением (6.12) и стандарт- 
`°ными конечноразностными аппроксимациями волнового урав- 
нения. | 
Другие «вариационные» приемы численного решения про- 
стейшего уравнения диффузии можно найти у Нобла (1973), 
‘a также в работе Чекки и Челла (1973). 


6.3. Полудискретный метод Галеркина 


Полудискретные методы, кратко упомянутые в разд. 6.1, 
позволяют обойтись без вариационной постановки эволюци- 
онных задач, включающей все независимые переменные. Они 
составляют основу наиболее употребительных методов реше- 
ния таких задач. В гл. 3 различные модификации полудискрет- 
ного метода применялись к эллиптическим задачам, но там 
такой подход оказывается несущественным. Первым шагом 
является переход к дифференциальному уравнению в слабой 
форме — как это было при рассмотрении методов. Галеркина 
для эллиптических задач. Как и в ГЛ. 3, здесь He делается по- 
пыток доказать эквивалентность классического и галеркин- 
ского решений дифференциального уравнения: будем считать, 
что решение единственно и совпадает с ними обоими. 

В качестве примера рассмотрим дифференциальное урав- 
‘нение 


SO Au (x, t) =f (x, д, 1) ERX (to, t]), (6.15) 


где A есть дифференциальный оператор второго порядка, ко- 
торый в двумерном случае имеет вид 


0? 0? 
Г т & 
Уравнение (6.15) дополняется начальным условием 
и (х, fo) = ш (x) (x &R) (6.15а) 
и граничным условием | 
μ(χ,ί)--0Ο ((x, t) = OR X (bo, Н). (6.15b) 


Соответствующая слабая форма задачи в обозначениях пара- 
графа 3.4 такова, что при t & (К, В] 


a v) +a(u, v)=(f, 0) (для всех v(x) = 2) (6.16) 
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совместно с начальным условием 
(и, v),_, == (uo, 0) (для всех сэ (х) = ὅθ). (6.16a) 


Ясно, что для этой модельной задачи ` (если вспомнить обо- 


Oo 

значения гл. 5) 26 = Hs’ (R) и решение εἰς: 26 C'f[ho, th]. 
Если заданы граничные условия более общего вида, то может 
оказаться необходимым модифицировать слабую форму за- 
дачи добавлением интегралов от граничных значений. Такая 
модификация функционалов рассматривалась в гл. 2, Зи 5. 

Полудискретная аппроксимация И теперь определяется из 
уравнения в слабой форме: это означает, что при Ё & (fo, {ι], 
_ выполняется уравнение | 


sae у) +a, ἘΞ, У) (для всех V (x) @ Ky) (6.17) 


с начальным условием | 
(0, V) _„, = (щ, И) (для всех У (х) = Км). (Θ.1Τα) 


о 
Для модельной задачи Ky < 26% (Ю). Если функции ф; (i = 
---ἰ,..., N) образуют базис подпространства Ky, то можно 
дать эквивалентную формулировку: полудискретная аппрок- 
симация при t = (fo, t;] удовлетворяет уравнению 


_ (55, «)+а0,Ф)=фед @=ь... № (618) 


и условиям ; ; 
ee Cr Deny = (tor 9) C=, vee Me (6183) 


Для этой модельной задачи снова следует, что Уи И должны 
обладать одинаковыми свойствами (по x), так что И = Ky Ж 
Ж СЮ, В |, а аппроксимация Галеркина имеет вид 

Ν 


U (x, t) κ᾽ α; (t) Q; (x). (6. 19) 


Если заданы неоднородные граничные условия Дирихле, то 
аппроксимацию Галеркина можно представить в виде 


Ν κ. 
О (x, t)=W (x, t)+ 2. a; (1) ф; (x), 


где ф Е Ky, а W(x,t) удовлетворяет граничным условиям. 
Как и для эллиптических задач, функция ИУ должна только 
принадлежать энергетическому пространству, а на аппрокси- 
мацию U такого требования не накладывается. 
Аппроксимация Галеркина определяется из системы обык- 
новенных дифференциальных уравнений относительно функ- 
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ций w(t) (1=1,.... М). Из (6.18) следует, что для модель- 
ной задачи эти уравнения могут быть записаны как 


Ν 
Σ {π-(, фи) а (Ф,, $.) } = (7; @;)4i=1,°..., М), (6.320) 


j=l 


а начальные условия (6.18a) примут вид 


a; (fo) =c; (=1,..., М), | (6.204) 
где | 
Ν 
24 61 (Pj, 1) = (uo, д {--1,....Λ). (6.200) 
Определяемые из (6.20b) коэффициенты с; (j—1, ..., №) 


удовлетворяют условию 
Ν 


to (x) — Σ; οφ) (κ) 


== min; 


2 
$2. (К) 


для определенных задач это обстоятельство может быть ис- 
пользовано с целью замены (6.206) другой аппроксимацией 
исходных данных или для изменения формы аппроксимации 
таким образом, чтобы точно удовлетворить начальному усло- 
вию (разд. 6.1). 
В качестве иллюстрации этого метода рассмотрим простей- 
шее уравнение диффузии 
ди д?и 
a ae (tx. 257 > 0), 
решение которого удовлетворяет условиям 
(0,0 =и (1,0 =0. (550) 
И 
u(x, 0) = ш(х) (0<х< 1. 


Приближенное решение этой задачи имеет вид ' 
Ν ыы а 
U (x, ἡ = 2, 1) Φι(5), 
где базисные функции удовлетворяют граничному условию, 


1:6. 
ф: (0) =$;(0)=0 (1=1,..., М). (6.21) 


Тогда система уравнений (6.20) примет вид 


Ν ΄ 

а . 
Σ΄ ο ени} 0 в... My 628 
j=l 


6.3. Полудискретный метод Галеркина | 167 


где 


Хотя полудискретные методы разработаны теоретически 
главным образом в применении к параболическим уравне- 
ниям, они с таким же успехом могут применяться и к гипер- 
болическим уравнениям, в особенности к уравнениям вида 


- 
Seta + Au=0 (1, > 0), 


которые описывают затухающие механические колебания. Для 
таких задач полудискретная аппроксимация вида 


М 
U(x, ἡ} = Σι αι (1) 91 (κ) 


приводит к системе обыкновенных дифференциальных уравне- 
ний второго порядка относительно неизвестных функций αι({). 
Эту систему дополняют две последовательности начальных 
условий | 

a; (to) = с; (2S мВ №) 
И 


da; (1 р 
uit) (=1,... М); 


коэффициенты с; и 4, определяются заданными начальными 
значениями 
u(x, to) = № (x) 


И 
ди (x, to) 
πετ = 00 (x) 

так, чтобы 

М 

| (x) — Do οιφι ΙΙ = min 

1=1 $3 (В) 

a | 


Ν | 2 
|. (x) — Σ ἆιφι ο. в min 


соответственно, 


168 Гл. 6. Нестационарные задачи 


Нелинейные задачи 


В гл. Змы привели пример нелинейного уравнения А (и) =f, 
которое может быть решено методом Галеркина. В то же вре- 
мя нужно помнить, что преимущества метода Галеркина не 
могут быть полностью реализованы, если невозможно приме- 
нить интегрирование по частям для упрощения скалярных 
произведений. Это верно и в том случае, когда мы применяем 
полудискретный метод Галеркина для решения нелинейного 
параболического уравнения 


2 + Аи) =0. 


Рассмотрим в качестве примера такой же нелинейный член, 
как и в эллиптическом случае, а именно 


AW) = — 3, (р-5х) — зу (9 ὃν): 


Чтобы применить полудискретный метод Галеркина к этому 
уравнению, сначала необходимо переписать уравнение в сла- 
бой форме 


oi) а(0, ;) =0 (S$ Peer N). 


Затем BTOPOH ‘член упрощается с помощью интегрирования по 
частям, после чего получится система нелинейных обыкновен- 
HbIX ih a oie a уравнений вида 


=. ὲ 
—— ай с: (@) =0 (=1,..., М) 

1=1 
(ср. с (6.22) ис (6.37), где a= (a, ..., ам)Т. Вопрос о ре- 
шении такой нелинейной системы обсуждается ниже в этой 
главе. . 


Упражнение 4. Опишите полудискретный метод Галерки- 
на, построенный с помощью кусочно-линейных базисных функ- 
ций, в применении к уравнению затухающих колебаний струны 


9 
Se Et TE 0 OS KG ye <tS ty A> 0), 


_ дополненному граничными и начальными условиями 
u(0,t)=u(l,t)=0 (b<tct)), 


и (х, 10) = Up (x) 
Ou Lz: ΝΗ. 


(0 1. 
x re (0=х=—<й 


6.4. Непрерывные по времени методы | | 3) oe 


Упражнение 5. Опишите полудискретный метод в примене- 
нии к уравнению = | 
д*и д?и д?и 
25 = “ддт + ду? (4% OSRX (№ 1), 


дополненному начальными и граничными условиями 


u(x, у, to) == що (x, y) 3 i 
ди (αν fo) _ Е γω = Ν), 


δε DY F(x, yt) (x, 9, ) SOR X (to, ti), 


где OR есть граница области R= (о <х<х)Х(иш < у< 
< yi), а п является внешней нормалью к границе. 


Упражнение 6. Покажите, что применение полудискретного 
метода Галеркина к линейному дифференциальному уравне- 
HHIO 

д?и ди | 
b ot2 sag | at + Аи=] 
приводит к системе обыкновенных дифференциальных урав- 
нений вида 


Pa+Qu+ Ra=b, 


где матрицы Р, О и К не зависят от времени и C}P =6!10. 
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Как показано в предыдущем разделе, полудискретный ме- 
тод приводит к системе обыкновенных дифференциальных 
уравнений 


Aa+ Ва-- Са=Ъ (6.23) 
с начальными условиями 
@ (fo) = со (6.344) 
И 
@ (to) = do, (6.24b) 


если А == 0. Для линейных задач, у которых матрицы A, Ви 
С постоянны, решение уравнения (6.23) может быть получено 
стандартными аналитическими методами. 

Если А = 0, то задача упрощается, и ее решение может 
быть записано в виде 


a(t) =C 'b+ exp (— ΚΕ [ες-- С-В) 


7 Зак. 672 
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и выражено (Уэйт и Митчелл, 1971) в терминах решения за- 
дачи на собственные значения для уравнения 


(AB — С) и=0. 


Если же В =0, то a(t) может быть выражено в терминах 
решения задачи на собственные значения для уравнения 


(124 — С) и=0. 


_ Хотя и можно получить полное решенче отдельной задачи 
на собственные значения, для больших систем вычисления бу- 
дут очень дорогостоящими, и поэтому в таких случаях часто 
выгоднее аппроксимировать решение уравнения (6.23) не- 
большим ‘числом одних преобладающих компонент. Такие 
компоненты обычно очень слабо изменяются относительно из- 
менений во времени и соответствуют наименьшим по модулю 
собственным значениям. Конкретные собственные значения. 
вместе с соответствующими собственными векторами могут 
быть вычислены методом обратной итерации (Уилкинсон, 1965, 
стр. 534) значительно дешевле по сравнению с полным реше- 
нием задачи на собственные значения, и поэтому такой под- 
ход обладает определенным преимуществом при условии, что 
аппроксимация немногими преобладающими компонентами 
адекватна решаемой задаче. Такая аппроксимация является 
особенно подходящей, если (Г) А =Е 0 и необходимо сглажи- 
вать осцилляции или (Il) А = 0 и требуется знать стационар- 
ное состояние, а не процесс его установления. 

Рассмотрим для примера уравнение 


д 92 д? 
тии уж 0} (6.25) 
решение которого удовлетворяет граничным условиям 
rise, 0 Hes О бел, (6.26a) 
и (0, у, 1) =0 ONyRn) (6.260) 
И | 
μ(π, у )=зшу (Sy <n), (6.26c) 
а также начальному условию 
u(x, и, 0) == siny (OS*,y<n). _ 66.304) 


Для построения конечноэлементного решения воспользуемся 
полудискретным методом и билинейным базисом. В данном 
случае необходимо специальным образом учесть то обстоя- 
тельство, что граничное условие (6.26c) является неоднород- 
ным (и гладким). Это можно сделать различными способами, 
‚и мы проведем некоторое сравнение их между собой. Будем 
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10 
«-ἣξ----Ἡ-τ--8---4--τε----ϕ-.-ᾱ 
= № a= 2 
ee жа | Δχ-ξ 
Error cs и а IONS te nla easier 
-2 ie a. ee ee φις. 
Dy ae! (og. eee Bee |e 
i = A A д Δ Δ λ Ах 12 
: © о Ο Ο о р Ῥ 
} ra 
δε ἃ ΘΝ Непрерыв. 
ne —Henpeppis. 
op (2a) ο ο ο(6,44) wi: 
и, ААА 633) Aims 
31,2 26) —%—Henpeppis. 
ο (26) 
О 1 2 5 
7 
Рис. 27. 
искать аппроксимирующее решение в виде 
О (x, у, th=V (x, y, 1) + W (x, 1), (6.27) 
где функция | 
Ук d= Σ Уи (Фи (ки κ (6.28) 


есть кусочная билинейная Ее Я решения уравнения 


——siny (O<x,y<n; t>0) (6.29) 


< однородными начальными и граничными Е а 
W (x, у) либо 


(1) W (x, и) == sin y, ‚ (6.30) 
либо 
N+1 
Sd ae W (x, y) = 2. σῃφι (х, ν), (6.31) 


и коэффициенты Ci; определяются с помощью начального 
условия. 

Относительные достоинства различных способов вычисле- 
ния такой аппроксимации видны из рис. 27. Точное решение 
задачи есть 


(—1* 


УЕ р ο- αγία sin kx sin y. 
2\1/2 
π (1) 


lx, у, ὴ--5-- siny+= 


7. 
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Для способа (1) W(x, у) задается равенством (6.30), для спо- 
соба (2b) W(x, у) задается в виде (6.31) и интерполирует Ha- 
чальное условие; для способа (24) W(x,y) задается в виде 
(6.31), причем коэффициенты Οι; выбираются так, чтобы полу- 
чилась наилучшая аппроксимация начального условия в 


(К). 


6.5. Дискретизация по времени 


Для нелинейных задач уже нельзя получить решения в та- 
ком виде, как в предыдущем разделе, и такими решениями 
редко пользуются для задач, в которых граничные условия 
зависят от времени. В таких случаях необходимо получать 
численное решение пошаговым методом. Подробное изложе- 
ние численных методов для системы обыкновенных дифферен- 
циальных уравнений можно найти у многих авторов (см., на- 
пример, Ламберт 1973), и мы рассмотрим только такие ме- 
тоды, которые являются подходящими для вычисления конеч- 
ноэлементных решений. Система таких уравнений, как (6.23), 
может быть жесткой (Ламберт, 1973, стр. 231), а это означает, 
что они могут быть решены с удовлетворительной точностью 
только некоторыми специальными методами (Лаури, 1977, 
Гопкинс и Уэйт, 1976). 

Параболические уравнения с частными производными и со- 
ответствующие им системы первого порядка (по времени), ве- 
роятно, заслуживают наибольшего внимания, и наиболее рас- 
пространенным способом их решения является так называе- 
мый метод Кранка — Николсона — Галеркина. В этом методе 
‚ система дифференциальных уравнений 


Ва - Са =Ъ (6.32) 


заменяется системой разностных уравнений 


Вента. | С Settee tb (eatin) (n=0, 1, ...), (6.33) 
где а„ аппроксимируют α(ίο + πΔί) и Tr41/2 = to + (n+ !/2) At 
(1 =0, 1, ...). Такую форму аппроксимации решения систе- 
мы обыкновенных дифференциальных уравнений более точно 
можно назвать методом трапеций. Из (6.33) следует, что на 
каждом шаге вычислений необходимо решать систему линей- 
ных алгебраических уравнений для нахождения значений On41. 
К сожалению, ситуация не так проста и нелинейных урав- 
нений вида 


Βα 1- α(α) = Ь, (6.34) 
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которые получаются в результате применения полудискретно- 
го метода Галеркина к уравнениям вида 


TtAWM=h о (6.35) 


Аппроксимация Кранка — Николсона — Галеркина в случае 
(6.34) сведется’ к системе нелинейных уравнений для опреде- 
ления πι, так что придется применять метод «предиктор — 
корректор». Дуглас и Дюпон (1970) предложили ряд различ- 
ных схем и провели их сравнительный анализ, но здесь мы 
можем лишь вкратце остановиться на типичном примере пред- 
лагаемых ими методов для решения уравнения (6.35) при 


AW = — 3 (PW 5х) — зу (GMs). 4536) 


В этом случае с (@) = (с, (а), ..., си (@))т и 


Ν | Е 
ει(α)-- Yay (рад ee 29 ао) πι hae dy 6.37 
= ((=1,..., М). 
Поэтому ε(α) можно представить как 
| с (&) = (а) а 
и вместо (6.34) получить 
Ва + D(a)a=b; 


тогда (6.33) заменится двумя уравнениями 


BY f+ ра" (ый) 4639 
И 


BY ee he a) | В } =Ъ (ти+1/). (6.39) 


Предиктор (6.38) дает первое приближение В„+1, а затем 
можно дополнительно использовать корректор’ (6.39) для 
улучшения этого приближения. 


Упражнение 7. Покажите, что полудискретный метод, ис- 
пользующий аппроксимацию Кранка — Николсона — Галер- 
кина, в применении к простейшему уравнению ди 


ди д?и 


Fag 0 << 0<:<1) 
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‚в случае линейных базисных функций сводится к системе раз- 
ностных уравнений 


ALU? ОНИ =0, | (6.40) 


, | 5 ὶ 
где операторы Дь [хи 6х, постоянная г и разбиение области 
такие же, как и в упр. 3 из разд. 6.2. 


Одношаговый метод Галеркина (конечные элементы по вре- 
мени) 


Другой подход состоит в дискретизации уравнения (6.32) 
с помощью аппроксимации Галеркина, т.е. в получении при- 
ближенного решения в виде 


$ 
a”) (1) = 2, ao (t) (n=0, oe (6.41) 
на каждом Е (т„, ta + At), где коэффициенты 
a”) (]=1,..., 5) определяются из системы 
(sit +-ca py’ = (b, pi" ye Geet as Е о 
“εἰ a eee 


и условия непрерывности 
a” (1) = "79 (11) (п=1,2,...). (6.43) 


{-я компонента вектора CU, U)n есть 
Tt At 


\ uo (at, 


Th 


где! == (u,(f), :.., ин) )т. 

Заметим, что Β представление (6.41) входят $ hs | базис- 
ных функций, тогда как система (6. 42) содержит только $ 
уравнений, и поэтому вид разностной аппроксимации зависит 
от способа упорядочения базисных функций. 

Разобьем подынтервал [ти, ta + Δί] так, чтобы 


т о. <= A 


ПА (j=1,..., 5). 


6.5. Дискретизация по времени 123. 


Предположим, что gi”) (]=0, 1,..., $) образуют базис для 
лагранжевой интерполяции на [τ,, τ; + Af], т.е. τ. 
1 G=) 
(= ма 


и Ф\” (1) есть полиномы степени $ Ha [ти, ta + Δί]. Из (6.43) 
следует, что 


a” = 0 =a, 20 (T,) р, 


и поэтому при $ > 2 можно исключить a” (]—=1,..., $ — 1) 
из (6.42) и получить одно уравнение, связывающее Επι Η On 
ia), |. «ο. 

Рассмотрим, например, тот случай, когда b == 0: 

(1) $ =1 (Комини, дель Гвидичи, Левис и Зенкевич, 1974). 
Тогда 


{B+5MC bani ={B— Chay, (6.44) 
(9) S = 9. Horns 
1+5 мм - = 5 (At)? M? ан =] I — 5 ММ + 5 (any М а, 


pe v= BOG. : 

Можно показать (Xam, 1972), что некоторые хорошо из- 
вестные разностные методы могут быть сформулированы как 
одношаговые методы Галеркина. 

При использовании эрмитовой интерполяции получатся 
другие формулы. Другим возможным способом получения раз- 
ностных схем является замена аппроксимации Галеркина 
(6.42) аппроксимацией в смысле метода наименьших квад- 
ратов. 


Упражнение 8. Покажите, что если базисные функции рас- 
_ положены в обратном порядке, т. е. 


Е Е: 
oP (=f 4 ie (se, 125%); 


и если b=0O и $ =1, то разностное уравнение примет вид 
{B+ ZC} щи ={B— ZAC } a, 


Упражнение 9. Можно получить другие системы разност- 
ных уравнений, если определить локальную аппроксимацию 
(6.41) с помощью системы 


(Bam + Са”, pir’ = (b, apm» Gee 5 nt ey de 
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вместо (6.42), где {$7} и {pr} отличны друг oT друга. По- 
кажите, что при b=0, 

"(= (n=0, 1,...; >48) 


yo (N= = и (n= 0, Ι. ης μη =! -ᾱ- κ 


получатся следующие разностные уравнения: 
(1-5 = 1. Torna 


с ив С} ан, 
(2) 3:=2. Тогда 
{1+5 ue M} ин = {1 M+ ης ΓΕ М} on, 
где М = B-'C. 


Упражнение 10. Покажите, что если заменить (6.42) ап- 
проксимацией в смысле наименьших квадратов, то при $ = | 
и b =O получится разностное уравнение 


1 1 ты 
{ле В? + > [ВС+ СВ] + $C bans = 
1 mt At 
= {г B+ [ВС — СВ] — =? ay, 


Метод переменных направлений Галеркина для параболиче- 
ских уравнений (Денди и Файервезер, 1975). 


В гл. 3 этот метод был. применен. к эллиптическим зада- 
чам. Аналогичным образом его можно применять и к пара- 
болическим задачам, определенным на прямоугольных обла- 
стях. Если используемые базисные функции заданы в виде 
тензорного произведения, то для аппроксимации, определяе- 
мой линейным уравнением 


oY у) -+а, ν)--0 Ὁ) > 4), 


получается (в случае двумерной задачи) алгебраическая си- 
стема, которая может быть записана как (см. гл. 3, стр. 71) 


Л а A) {Ste} = bine 
| =...) (6.45) 


где через & обозначается тензорное произведение. Если к ле- 
вой части добавить член (= At): Ax® AyOn+1, то (6.45) можно 
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заменить а 
(B.+ $4) ®(By+> ταν) а, =, 


которое может быть решено в два этапа, как и в эллиптиче- 
ском случае (разд. 3.4). 

Был предложен и ряд других методов, но при этом во 
многих случаях рассматривались только линейные задачи, на- 
пример, в приложениях общих многошаговых методов (Зла- 
мал, 1975) и методов Норсетта (Семенич и Глэдвелл, 1974). 
Дюпон, Файервезер и Джонсон (1974) построили семейства 
трехслойных разностных схем для решения как линейных, так 
и нелинейных задач. Файервезер и Джонсон (1975) показали, 
что можно использовать локальную экстраполяцию Ричард- 
сона, основанную на таких трехслойных схемах, а также на 
некоторых двухслойных схемах, предложенных Дугласом и 
Дюпоном (1970). Они рассмотрели также влияние интерпо- 
ляции нелинейных коэффициентов, т. е. интерполяции таких 
функций, Kak р(и) u g(u) в (6.36). 


6.6. Сходимость полудискретных аппроксимаций Галеркина 


Этот раздел содержит краткое изложение одной из оценок 
сходимости, полученных Томе и Уолбином (1975) и Уилером 
(1973) для модельной задачи, определяемой уравнением 


θα. δ |. TE ie, y, NERX Co Ad, 


начальным условием 
u(x, 9, to) = ш(х, у) ((х, y) SR) 
и граничным условием 
u(x, у) =0 ((х, у, 1) ΕΟΚ (bo, 1]). 


При этом ограничение двумя измерениями не является суще- 
ственным. | 

Отправная точка для анализа та же, что и в гл. 5; а имен- 
но, формулировка предположения OO аппроксимирующих 
свойствах подпространства Км. „Поэтому предположим, что 
теорема 5.4 справедлива и существует такое К > 1, что для 


любого ие #S'*" (R) ошибка, порождаемая интерполяцией и 
элементом й ΕΞ Ky, ограничена как | 
ы k+1—r : 
[и — ||, к < СИ мень» (SA). (6.46) 


Если предположить, что нарушения вариационных прин- 
ципов, отмеченные в гл. 5, отсутствуют, то полудискретная 
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аппроксимация Галеркина будет удовлетворять уравнению 


<>, у) +a(QU, Г) =0 (для всех У = Ky). (6.47) 
Если ue 288 τν (R) XC" [ίο, i], то из (6.46) следует, что ἤρο- 
екция We Ky X C'[to, ti], которая при {< [№] удовлет- 
воряет условию | | 
a(W, Г) =а(и, У) (для всех УЕК,), (6.48) 

будет также удовлетворять неравенству 

[и — |, о ЗСТ "ин, в (©, A). (6.49) 
Из (6.47) и (6.48) получим, что 


OU ОТ ди OW 
ar Vitau—w, = (5—5, У) 


для любого {ΕΞ [ίο, t}]; при И = 0: — М, это дает 

| р: а 
ВМ et ep old — И, U—W)=(u;— Wi, U;— W)). 
Применяя неравенство Шварца к правой части, получим 


1 
Це Wilh, + за, U-W)< 


Su: — И! О: — Wel 


$. (К $. (Κ)" 


Из (6.49) следует, что 


|| ii У, Has, (В) 5 < Chi lI Wet. В, 


| так что 
га 

τ παν =. У, υ ΣΙ У) СА и, R? 

и поэтому 


a(U—W, U—W)<Ch*, С=С(и). (6.50) 


Так как билинейная форма a эллиптична в ΕΙ (разд. 5.2), 
‘то объединение (6.49) и (6.50) дает 


(dO. gah C=C Ww). 


Это оценка в непрерывной форме для аппроксимации Галер- 
кина. Если уравнение (6.47) решается пошаговым методом, TO 
должен быть рассмотрен дополнительный источник ошибок. 
Рядом авторов были получены оценки таких ошибок; даль- 
нейшие ссылки по этому вопросу можно найти, например, у 
Денди (1975) или у де Бура (1974). 


ΓΠΑΒΑ 7 


ДАЛЬНЕЙШЕЕ РАЗВИТИЕ 
ТЕОРИИ И ПРИЛОЖЕНИЯ 


7.1. Введение 


Прежде чем применять метод конечных элементов в раз- 
личных его формах к решению задач, полезно в сжатой фор- 
ме сформулировать основные характеристики этого метода. 

Метод может быть использован для решения как стацио- 
нарных, так и нестационарных задач. Ограниченная прост- 
ранственная или пространственно-временная область разби- 
вается на некоторое число неперекрывающихся элементов. 
Аппроксимирующие функции, которые могут быть полинома- 
ми, рациональными дробями и т. д., относятся к конкретным 
элементам, и параметры при этих аппроксимирующих функ- 
циях согласованы так, чтобы обеспечивалась желаемая сте- 
пень гладкости аппроксимации на стыках между соседними 
элементами. Тогда аппроксимирующая функция во всей обла- 
сти может быть выражена с помощью своих значений и зна- 
чений своих производных в узловых точках области через ба- 
зисные функции, которые отличны от нуля только на немно- 
гих элементах, расположенных вокруг соответствующих узлов. 
Более точно, аппроксимирующая функция для всей области 
имеет вид 

ы | Οὐ Οὔ 
U (x) = ο [οι (x) Ui + ® (5;-), += © (5,„),-+..-} 7-0 
i=1 
где х = (%, Хо, ..., 4m), функции p;(X), gi(x), ri(x) и т.д. 
имеют локальный носитель, a N есть число узловых точек 
в области. Функции pi(x), 049;:(х) /дхи, ди: (х) /дхо и т. д. при- 
нимают единичное значение в узле 1. Во многих случаях (7.1) 
имеет упрощенный вид 


Ν 
U (κ) = 2, ρι (x) Ui, (7.2) 


хотя есть задачи, для которых необходимо использовать пред- 
ставление (7.1) общего вида, особенно те, в которых требу- 
ется большая гладкость между элементами или повышенная 
точность в определении градиента решения. Построение ба- 
зисных функций ρι(Χ), 9:(х), г: (х) и т.д. является одним из 
наиболее важных и часто одним из самых трудных моментов 
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в методе конечных: элементов. Это в особенности верно для 
задач с криволинейными границами и линиями раздела, осо- 
бенностями и т. д., и для задач с производными высоких по- 
рядков. Вопросы построения базисных функций изложены 
в Гл. 4. 

В конце этой главы мы увидим, как решаются некоторые, 
в основном физические и инженерные задачи методом конеч- 
ных элементов в различных его формах (Ритца, Галеркина, 


‚наименьших квадратов, колокации). Разнообразные типы ба- 


“ 


зисных функций и модификации основного метода будут ис- 


пользованы для того, чтобы подчеркнуть относительные пре- 
имущества тех различных приемов, которые объединяются под 


общим названием метода конечных элементов. Что касается 


базисных функций для задач, в которых требуется высокая 


степень гладкости между элементами (например, решение би- 


гармонического уравнения в смысле наименьших квадратов 


должно принадлежать пространству Οὔ), то здесь будут при- 


менены несогласованные элементы, и поэтому мы начнем эту 
главу с краткого описания некоторых используемых на прак- 
тике несогласованных элементов. 


7.2. Несогласованные элементы !) 


До сих пор аппроксимация для всей области в методе ко- 
нечных элементов строилась в предположении ее некоторой 
гладкости (или по крайней мере непрерывности) на стыках 
между соседними элементами. Для дифференциального урав- 
нения порядка 2А требовалась сшивка в С*- для методов 
Ритца и Галеркина или сшивка в С? для метода наимень- 
ших квадратов. Если для тетраэдральных элементов сшивка 
в С! достигается применением полиномов девятой степени, то 
нетрудно себе представить, каким сложным делом будет при 
k > 1 построение элементов с требуемой степенью гладкости 
сшивки, т. е. построение согласованных элементов. Поэтому 
с вычислительной точки зрения желательно научиться исполь- 
зовать элементы с меньшей степенью гладкости на стыках, 
чем это формально требуется, т. е. несогласованные элементы. 

Поскольку инженеры в меньшей степени по сравнению с 
математиками избегают применения на практике теоретиче- 
ски не обоснованных приемов, нет ничего удивительного в 
том, что несогласованные элементы были впервые предложены 
именно инженерами. Ими было предложено также так назы- 
ваемое кусочное тестирование для выбора таких несогласован- 


1) Авторы признательны проф. Р. Барнхиллу и Дж. Брауну за полез- 
ные дискуссии при подготовке материала этого раздела. 
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ных элементов, которые обеспечивали бы сходимость конеч- 
ноэлементной аппроксимации для- данной задачи. В действи- 
тельности кусочное тестирование является проверкой непро- 
тиворечивости несогласованного конечноэлементного метода, 
используемого для решения я задачи. 


Kycounoe тестирование ЕЕ и Раззак, 1972) 


Смысл кусочного тестирования состоит в следующем. Пред- 
положим, что пространство несогласованных базисных функ- 
ций содержит все полиномы такого порядка г, какой имеет 
старшая производная в энергетическом функционале (в обо- 
значениях гл. 5 P, C К»), и пусть граничные условия вдоль пе- 
риметра произвольно взятой части элементов определены как 
значения произвольно взятого частного решения u & P, на 
этой линии. Тогда кусочное тестирование’ считается выполнен- 
ным, если приближенное решение Un, вычисленное по методу 
конечных элементов в форме Ритца без учета разрывов на 
границах между элементами, совпадает с и на рассматривае- 
мой части элементов. Таким образом, кусочное тестирование: 
выполнено, если при и ЕЕ Р, 


О, — И. (7.3) 


В качестве иллюстрации применения кусочного тестирова- 
ния K задачам второго порядка рассмотрим решение уравне- 
ния Лапласа на части элементов, образующей единичный 
квадрат и составленной из двух треугольных элементов. 
(рис. 28). Энергетический функционал содержит первые про- 
изводные, и поэтому г = 1. На каждом треугольнике опреде- 
лим линейную функцию по ее значениям в серединах трех ero 


σ᾿ 


Рис. 28. 
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сторон. Тогда 


UNT(x, у) = (1 — 2x) Uy — (1 — 2y) U2 + (1 4+ 2х — 20) Us 
‚и 


UPI (x, у) = — (1 — 2х) U3+ (1 — 2y) U,+ а — 2x + 20) Us 


для треугольников Τι и То соответственно. Интерполянт на 
всем квадрате в общем случае разрывен вдоль границы раз- 
‘дела треугольников, и поэтому такие элементы являются не- 
согласованными для метода Ритца. 

В качестве примера возьмем ня этой части элементов те- 
-CTOBOe решение 


u=x+y, 
принимающее граничные значения 
== В: = fie th. = 
Κος). ἔκαμε 9 τρ’ 9 


так что указанные интерполянты запишутся в виде 
UM ty, gpen(= Lb -x- dy) 1-26-29) 0. 11538] 
И (х, y)=(—1+3x—y)+(1—2e+2y)Us. (7.40) 


„Метод конечных элементов в форме Ритца сводится к мини- 
мизации энергетического функционала 


| ) (UBT + URN) dx dy + \\ (ue + UP) dx dy 
Τι Г. 


Ἡ 


“OTHOCHTeJIbHO Us, что дает 
0: ae т, 


'Подставляя это значение в (7.44) ив (7.40), получим 
(ЛИ (x, у) = UP (x, у=х у, 


a 


U,=u 


Ἢ поэтому 


“Ha всей рассматриваемой части. В действительности же это 
верно для любого и == Р! и любой части таких элементов, т. 6. 
‘такой несогласованный элемент выдерживает кусочное тести- 
рование. | 


Упражнение 1. Проведите. кусочное тестирование для эле- 
‘ментов, изображенных на рис. 29, и покажите, что 


ры 1 — а — а? + 2а3 
ο ее 
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у 


Рис. 29. 


Докажите тем самым, что такие элементы выдерживают ку- 
сочное тестирование только при α = !/o. 

В качестве следующего примера применения кусочного те- 
стирования рассмотрим задачу четвертого порядка, опреде- 
ляемую на квадратной области бигармоническим уравнением 
и заданием решения и его нормальной производной на гра- 
нице. Разобьем квадрат обычным образом на прямоугольные 
треугольники равной площади и снова рассмотрим часть эле- 
ментов в виде единичного квадрата, состоящего из двух тре- 
угольных элементов (рис. 30). Для бигармонического уравне- 
ния энергетический функционал содержит вторые производ- 
ные, и поэтому г=2. На каждом треугольнике определим 
квадратичную функцию по ее значениям в вершинах треуголь- 
ника и по значениям ее нормальной производной в серединах 


4 
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сторон. Такой элемент называется треугольником Морли. Ин- 
терполянты будут иметь вид 


ОЧ (x, = — x —y + 2х9) И, +5 («+ js 209 <0 


tye ty 8 dey + Ue + yl —» (3), =< 


— ag lety— 8209-9) (т), +5 —*) (=), 


И 


(к, y) = 5 (3x — yt y? — x°—2xy) 0, + ху 29) Us 


saa tah eal Ее. = y+ 


их >), 25 


Ee — 9+ 3x 4+ ай — 2x9 — у) (5; --) 

для треугольников 7; и То соответственно, где п есть внешняя 
нормаль по отношению к Г! и внутренняя нормаль по отно- 
шению к Г2. Снова интерполянт на всем единичном квадрате 
в общем случае разрывен вдоль границы между двумя тре- 
угольниками, и поэтому такие элементы являются несогласо- 
ванными. Для задачи четвертого порядка элементы останутся 
несогласованными и тогда, когда интерполянт будет непре- 
рывным на этой границе, а его нормальная производная к 
ней — нет. 

В качестве примера возьмем на этой части элементов те- 
стовое решение у 
и=®- у, 
- принимающее граничные значения 


i, =. Uy = и = [, lig == 2: 


(ао (аку 


тогда указанные о запишутся как 
UN (x, y) = (e+ 9 — 2xy) — ии (5%), (1.58) 


И 
О (х, у) = (2 — 38x — 3y + 2x? + 2ху- 203) + 


toe ety—A(l—x— 9 (9), (50) 


ἃ 


7 НО 
Vial ake a har a 1 Bigs А 
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Метод конечных элементов в форме Ритца сводится к мини- 
мизации энергетического функционала 


(UY + QU + МиР) ἀχ dy + (ОР 20Р- ИР) ах dy 


Τι Τ, 


относительно параметра (du/On)s5, что дает 
' Ou 
Подставляя это значение в (7.54) ив (7.55), получим 
UU (x, у) --- [JI] (х, y) --- x2 -- y?, 
О, =U 


и поэтому 


на всей рассматриваемой части. В действительности же это 
верно для любого и & Ρο и для любой части таких элементов, 
т.е. треугольник Морли выдерживает кусочное тестирование. 


Упражнение 2. Покажите, что треугольный элемент, на 
котором полная квадратичная функция определяется своими 
значениями-в вершинах и в серединах сторон, не выдержи- 
вает кусочного тестирования для задачи четвертого порядка, 
описанной выше. 

Хотя математическая проверка несогласованных элементов 
кусочным тестированием привлекательна сама по себе, с прак- 
тической точки зрения достаточно осуществить такую провер- 
ку на вычислительной машине. Элементы считаются выдер- 
жавшими кусочное тестирование, если численное решение 
воспроизводит заранее известный ответ с учетом, конечно, 
влияния ошибок округления. 

Необходимое и достаточное условие сходимости построен- 
ной на несогласованных элементах аппроксимации, которое 
эквивалентно кусочному тестированию, в обозначениях 
разд. 5.4(Е) имеет вид равенства 


а» (р, И») = (Р, Μὴ) (при всех V, = Kj) (7.6) 


для любого полиномиального решения p & P,, где P, < Ka, 
а г есть порядок старшей производной, входящей в Ap. 
Но любое решение и удовлетворяет уравнению 


΄ a(u, о) = (р, э) 


при всех допустимых функциях Ὁ ΕΞ №, и если оно также удов- 
летворяет уравнению 


а (и, у, κοτε (7, Vn) (7.7) 


8 Зак. 672 
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при всех несогласованных функциях Ил ΕΞ Ки, то (7.6) примет 
вид 


а, (р, Μὴ =а(р, V,) (при всех У, &K,) (8) 


(Стренг и Фикс, 1973, с. 207). Например, если задача сво- 
дится к минимизации 


roo С + (SE) Tera 
сое) (2B) + (92) (SB) Jace 


Если область R разбита Ha неперекрывающиеся элементы 7; 
(1=1,29,..., 5), то тогда 


οι. Vad—= > (4 {(22) (242) + (35) (Mt) ага 


ee 


Физический смысл равенства (7.8) состоит в TOM, что разрывы 
на границах между элементами можно не учитывать при вы- 
числении а (р, У»). 

Для установления эквивалентности (7.3) и (7.8) удобно 
ввести полунорму 


[ш ln — [ал (и, u)]'”. 
Тогда можно получить оценки 


a | an (и, У») — а (и, Va) | 
и — бы 1 τ᾽ ἡ εξ “{π8 


и (cp. c (5.16)) 
Ju — Up ly < inf] ue — Va -Е sup “2 “eM Malt 
h h 


τ᾽ (7.10) 


при условии, что выполнено (7.7). Тогда (7.8) следует из (7.3) 
и eC 9). Обратно, из (7.8) и (7.10) следует, что 


| р — Uns Sint | p — Virb 


Правая часть этого неравенства равна Ну, так Kak Ρ,ς 
< Kn, и мы получаем (7.3). 


Упражнение 3. Убедитесь в справедливости (7.7) для несогла- 
сованных кусочно-линейных элементов с узлами в серединах 
сторон. 
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Для задач второго порядка можно дать следующую полез- 
ную для практики формулировку кусочного тестирования: 
кусочное тестирование выдержано, если 


| (vi! — У) do =0, (7.11) 


E 


где E есть любое внутреннее прямое mee a Baas а Vn есть 
любая несогласованная функция, так что УЕ и ИР! являются 
ее предельными значениями по разные стороны ребра Е 
(Браун, 1975). 

В заключение отметим два несогласованных прямоуголь- 
ных элемента, которые выдерживают кусочное тестирование: 


(1) Элемент Вильсона (Вильсон и др., 1971). На квадрате 
0 = x, y<1 шесть функций образуют базис: четыре били- 
нейные xy, х(1 — и), и(1 —х), (1 —x) (1 — y) и две дополни- 
тельные 4х (1 — x) и 4y(1 — у). Последние функции дают воз- 
можность представить в этом базисе произвольный квадра- 
тичный полином от двух переменных и тем самым повысить 
точность аппроксимации на каждом элементе. 


(2) Элемент Адини (Адини u Клаф, 1961). Для этого эле- 
мента с 12 степенями свободы неизвестными параметрами яв- 
ляются значения и, ди/дх и ди/ду в вершинах квадрата, 
а входящие в полный кубический полином функции вместе 
с x8y и xy® образуют базис. 


Упражнение 4. Покажите, что прямоугольные элементы Виль- 
сона и Адини выдерживают кусочное тестирование для задач 
второго и четвертого порядка соответственно. 
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Один из методов получения конечноэлементных аппрокси- 
маций, точно удовлетворяющих граничным условиям Дирихле, 
состоит в том, что в решение задачи включается некоторый 
смешанный функциональный интерполянт, построенный по 3a- 
данным граничным значениям (Гордон, 1971). В простейшем 
случае — это билинейный смешанный интерполянт на квад- 
рате. 

Если, например, [< C??(R), где В = [0, А] Х [0, A], 
функция 


F (x, = (1-410 D+F, N+) 1, O+ 
Ἐπ И, (7.12) 


8* 
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где 
Τα, д=(-%) (1-4) о, 9+ (1-4) FIG 9+ 
+(1-4)+4fO, ЭК, A), (7.13) 


точно интерполирует | на всех четырех сторонах квадрата. 
Более того, Гордон и Холл (1973) показали, что 


ID (F—Pl, в=0(#") 051, 


тогда как для простого билинейного интерполянта ] 


WDD, pal) 551. 


В качестве численного примера использования смешанных 
функциональных интерполянтов получим конечноэлементное 
решение задачи о потенциальном течении в области, пред- 
ставляющей собой единичный квадрат, с источником в точке 
x = 0.437, у= —^ (Е >> 0). Точным решением этой задачи 
является функция 


5 * 


и =105 г, 


Где г? = (x — 0.437)? + (у-+^)?. Поэтому нам нужно найти 
приближенное решение уравнения 


ee +35 =0 ((х, и) = (0, 1) (0, 1)), 


удовлетворяющее условию и = logr на границе области. 

Разобьем область на № квадратных элементов и приме- 
ним метод Галеркина для нахождения приближенного реше- 
ния, являющегося билинейным на не соприкасающихся с гра- 
ницей элементах и включающего билинейные смешанные ин- 
терполянты по граничным значениям на элементах, примы- 
кающих к границе. Другими словами, мы ищем приближен- 
ное решение вида 


N-1 
σα, у) = (x, y+ 2 1 Vin Prt (x, 1), (7.14) 
где фи (|, R=1, ..., N—1) суть кусочные билинейные ба- 


зисные функции, соответствующие точкам (j/N, R/N), a 
W (x,y) является кусочной билинейной смешанной функцией, 
которая отлична от нуля только на примыкающих к границе 
элементах и на каждом таком элементе представляет собой 
частный случай общей формы (7.12). Если элемент R со сто- 
роной И имеет два внутренних узла, а противоположная им 
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сторона (у = 0) является частью границы, то на К 
W(x, и= (1-4) 0) 


так как функция W линейна на трех других сторонах и равна 
нулю во внутренних узлах. Аналогично этому, если Ю есть 
угловой элемент с одним внутренним узлом и две его стороны 
х = 0Оиу == 0 являются частями границы, то на Ю _ 


И (= (1—4) 1х, 9+ (1-4) Ко, и- 
= (1-4) (1-4) roo. 


Для сравнения эта задача решалась также с использованием 
аппроксимации, которая является билинейной на каждом эле- 
менте и в которой граничные условия интерполировались толь- 
ко по значениям в узлах. Численные результаты были полу- 
чены для 16, 64, 144 и 256 элементов при А == 0.3, 0.2 и 0.1. 
В табл. 4 максимальные по модулю значения приближенных 
решений, выбранные каждый раз по сетке 16-ти элементов, 
сравниваются со значениями точного решения в соответствую- 
щих точках. 


Талица 4 
Граничные условия 
Ч - | . 
υπ, ---- πρ 
ΗΗΙΘ΄ 
Е =0.3 Е =0.2 Е =0.1 
16 2.5747 2.5918 2.7590 2.7852 2.9756 3.0176 
64 2.5875 2.5915 2.7822 2.7882 3.0200 3.0310 
144 2.5896 2.5914 2.7859 2.7886 3.0281 3.0325 
256 2.5904 2.5913 2.7872 2.7888 3.0306 3.0331 
Точное 
решение 2.5913 2.7888 3.0339 


Упражнение 5. Проведите такие же вычисления для задачи 
с периодическими граничными условиями, когда точным ре- 
шением является функция 


— зш Ахе-* (Е =2.4), 


и сравните ваши численные результаты с теми, которые были 
получены для этой задачи Маршаллом и Митчеллом (1973). 


До сих пор мы строили смешанные функциональные интер- 
полянты для прямоугольных элементов. Но они могут быть 
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построены также и для треугольных элементов, и мы OTCHI- 
лаем интересующегося читателя к работам Барнхилла, Бирк- 
гофа и Гордона (1973), Барнхилла и Грегори (19764) и 
(19760) и Маршалла (1975). 


7.4. Приложения 
(А) Задачи о полях 


Теперь мы рассмотрим решение методами конечных эле- 
ментов некоторых типичных граничных задач о полях. 


Задача 1. (Уравнение Пуассона.) 

Вернемся к задаче, впервые рассмотренной в гл. 3: найти 
решение уравнения = | 
| ди. 9 

χι: ву” 
В в области К, удовлетворяющее граничному условию 
и = 0, 


на границе OR, roe R= (-2 я 5) x (-=, =). В методе 
`Ритца (м.Р.) минимизируется функционал 


1ῳ)--1} [τ (Gr) + (5) ) +22} aay, 


тогда как в методе наименьших квадратов (м, н. к.) миними- 
зации подлежит SE 


- «(ω) = \\ (55 7 Sa — 2) dxdy, 


rae v Ἡ w имеют вид (7.1) (или (7.2)) и удовлетворяют rpa- 
ничному условию Ha OR. В модификации Брамбла — Watua 
(м. Б. Ш.) метода наименьших квадратов as 5.4(D)) ми- 
нимизируется. о 


п) — ая EY Of = 5 у Г | ша, 


OR 


где весовой множитель Й-3 введен для того, чтобы оба инте- 
грала имели одинаковую размерность, и уже не требуется, 
чтобы W удовлетворяла граничному условию на OR, Величина 
й равна. значению параметра аппроксимирующего подпрост- 
ранства. . 

Область R разобьем на’квадратные элементы прямыми ли- 
ниями, параллельными осям х и у, и пусть расстояние между 
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соседними линиями равно A, где h=«a/N. Треугольные эле- 
менты получаются путем проведения в квадратах диагоналей 
с наклоном —1. Задача | была решена численно при N = 6 
методом Ритца, методом наименьших квадратов и методом 
Брамбла — Шатца с использованием различных базисных 
функций. Максимальные ошибки для каждого случая приве- 
дены в табл. 5. В общем для метода наименьших квадратов 


Таблица 5 
Тип базисных функций M. P М. Н. К. м. Б. Ш. 
Билинейные на квадрате 0.03269 
Кубические эрмитовы на квадрате 0.00063 0.00063 0.06294 
Линейные на треугольнике 0.03116 
Кубические на треугольнике 0.00007. 0.00283 0.02935 
Пятой степени на треугольнике 0.00041 0.00042 0.00321 
Функции Клафа и Точера 0.00036 0.04052 0.03752 
Функции Дюпюи и Гёля 0.00032 0.03395 0.03320 


и метода Брамбла — Шатца они значительно больше, чем 
для метода Ритца. По-видимому, это объясняется плохой об- 
условленностью тех систем линейных уравнений, к которым 
сводятся методы наименьших квадратов. 


Задача 2 (пластина с заделанным краем). 
Найти решение уравнения 


δ΄" δ΄" 


Ofu Г 
ant + 2 деду ду? τμ д D 


в области R, удовлетворяющее граничным условиям 


на OR, где R= (0, Г.)Ж (0, [). Мы рассмотрим тот случай, 
когда нагрузка 4 распределена по пластине равномерно. Если 
тах есть максимальное смещение пластины, TO 


gq 
Wmax = aa Ε5 


Β точное значение & равно 0.00127. Задача решалась только 
методом Ритца, и вычисленные при N = 6 и различных базис- 
ных функциях значения & приведены в табл. 6. 

Авторы признательны М. Вайну за предоставленные ИМ 
численные результаты, приведенные здесь в табл. 5 и 6. Даль- 
нейшие подробности и численные результаты для этих и сход- 
ных с ними задач можно найти у Вайна (1973). 
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Габлица 6 

Тип бависных функций 
Эрмитовы кубические на квадрате 0.00128 
бические на треугольнике 0.00136 
ятой степени на треугольнике 0.00127 
Функции Клафа и Точера . 0.00117 
Функции Дюпюи и Гёля 0.00119 


В) ЗАДАЧИ О ТОЧНОМ УПРАВЛЕНИИ ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
(Харли и Митчелл, 1976) 


_ Теперь применим метод конечных элементов для решения 
задачи о точном управлении в случае линейного параболиче- 
ского уравнения. Пусть базисные функции состоят из кусоч- 
ных бикубических полиномов, а дифференциальное уравнение 
удовлетворяется на каждом элементе в гауссовых квадратур- 
ных точках в смысле метода коллокации. 

ее уравнение теплопроводности 


ο δα к) (α,ϑεεφ--0, ИХ, Τ᾽, (7.15) 
дополненное начальным условием 
u(x, 0) = (х) (хе (0, 1]) _ (7.16) 


и граничными условиями для Ё е= [0,7], состоящими из усло- 
ВИЯ ; 


eo — FO | (7.17) 
и либо условия 
ae = 8 (1), (7.18a) © 
или же условия 
В plull; 0—6]. (7.185) 


дх 


где о есть константа. Функции ф(х, #) в (7.15) и f(t) в (7.17) 
заданы, а определить требуется граничную управляющую 
функцию g(t) (или G(t)) так, чтобы решение указанной выше 
системы в некоторый фиксированный момент времени Г вточ- 
ности совпало с иа(х), т. е. чтобы 


u(x, T)=ug(x) (хе (0, 1)), (7.19) 


где μα(Χ) есть заданная функция. 
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Область @ нормируем по времени так, чтобы Q == (0,1) Ж 
Х (0, 1), и разобьем ее на № квадратов со стороной й (=1/М), 
а приближенное решение U(x,t) представим через кусочные 
бикубические полиномы пох и ¢ (см. разд. 4.2). Полное число 
коэффициентов в такой аппроксимации равно 4(N + 1)?, но, 
конечно, некоторые из них определяются с помощью функций 
и0(х), иа(х) и f(t), и если число неизвестных коэффициентов 
есть М(<4(М- 1)?), то идеальным для метода коллокации 
был бы тот случай, когда U(x, Е) удовлетворяет дифференци- 
альному уравнению (7.15) в М точках, выбранных в области 
О. Это дало бы М линейных уравнений относительно М неиз- 
вестных параметров. Будем получать эти уравнения по методу 
коллокации в квадратурных точках Гаусса для каждого эле- 
мента. Если на каждом элементе взять по четыре таких точки, 
то точность аппроксимации заданными базисными функциями 
будет наилучшей (ср. с разд. 3.4). При этом получится 4N2 
уравнений с М неизвестными, т.е. недоопределенная система. 
Это нежелательно, и поэтому мы возьмем по девять. гауссовых 
узлов на каждом элементе, что даст ON? уравнений с М неиз- 
вестными, т.е. переопределенную систему. Последняя реша- 
лась численно по методу наименьших квадратов — с деталями 
можно познакомиться в работе Харли и Митчелла (1977). 

Здесь представлены численные результаты для двух таких 
задач, точные решения которых известны. Управляющая функ- 
ция в первой задаче является составной частью граничного 
условия Неймана (7.18а), а во второй задаче — составной 
частью смешанного граничного условия (7.185). В обоих слу- 


Таблица 7 


Функция состояния 


№ а. 16 25 
к 100 100 100 
ф < #* 100 89 80 
Таблица 8 
Функция состояния Управляющая функция 
№ 9 16 25 9 16 25 
% < #* 94 98 92 100 100 100 


4 < #* 60 50 40 50 28 РЕ 
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чаях для функции состояния и функции управления вычисля- 
лись модули ошибок в рассматриваемых узлах. В табл. 7 и 8 
приводится процент таких узлов от их общего числа, в кото- 
рых модули ошибок были меньше чем A? и A}. 


Задача 1. Е 
2=4 (ed. 
Uo (x) = sin x + cos x, 
Ug (x) =e" ' (sin x-+ cos x) 
= | 


f(t) =е“". 


Требуется найти функцию управления g(t) (см. (7.18a)), если 
точное решение имеет вид 


u(x, И =е-!(зшх- созх) ((x, t)&=Q) 


: g(t) =e-*(cos(1)— зщ (1)) (¢@[0, 1]). 
Задача 3. 
-- — oe + e-* {(4x? — 1) sin (x?) — 2.cos (х2)} (α, 4) & Q), 
шо (x) = sin (x), 
s(x) =e" sin (x4) 
И 


f(t) =0. 


Требуется найти управляющую функцию G(t) при р = 2 (см. 
(7.18b)), если точное решение имеет вид 


u(x, В =е-* sin (x?) ((х, t) &Q) 
С (1) =e-*(sin(1)—cos(1)) (= [0, 1]). 


И 


(С) ПРАКТИЧЕСКОЕ ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ДВОИСТВЕННЫХ ВАРИАЦИОННЫХ 
ПРИНЦИПОВ 


В гл. 2 было приведено несколько примеров таких задач, 
для которых справедливы двойственные вариационные прин- 
ципы. Почти во всех случаях численное решение таких задач 
с помощью метода конечных элементов основывается на прин- 
ципе минимума, a He на принципе максимума. Вообще говоря, 
_это происходит потому, что принцип минимума легче реали- 
зовать практически. Сейчас мы решим с помощью метода ко- 
нечных элементов одну простую задачу, используя сначала 
принцип минимума, а затем принцип максимума, и а. 
полученные результаты. 
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Выбранная нами задача состоит в нахождении функции и, 
которая и уравнению 


oO? 
ити) (% ER) (7.20) 
и граничному условию 
u=g ((х, y)=OR), (7.21) 
где R есть единичный квадрат O< x, y< 1, a функция g за- 


лана на границе OR этого и. Область разобьем на 
треугольные элементы, как показано на рис. 31. 
Принцип мннимума для этой задачи сводится к нахожде- 


НИЮ 
mind, 
и 


где функции и аня граничному условию, а 
es τ 112: “+ (5% “). и? } αχ dy. (7.22) 


Если на каждом треугольнике решение аппроксимируется ли- 
нейным интерполянтом, определяемым значениями и в вер- 
шинах треугольника, то полный интерполянт U запишется 


в виде 
(к) == Σ Ug; (Χ), 
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где N есть число узлов, а φι(Χ) (i = 1,2, ..., М) — кусочно-ли- 
нейные базисные функции. Неизвестные значения U; во внут- 
ренних узлах получаются путем минимизации (7.22) после 
замены и на 0. | 

Принцип максимума (Артурс и Ривс, 1974) сводится к на- 
хождению 


тах G, 
Ui, U2 


где И! = ди/дх, Ц. = ди/ду, a 


0-35 + ap) НИИ} + 
К 


ду 


+ | {— Uog dx + Ивау}. (7.23) 
OR στ πὸ 


Такая форма принципа максимума с использованием произ- 
водных первого порядка аналогична принципу минимума до- 
полнительной энергии для задачи о малых упругих деформа- 
циях из разд. 2.6. В то же время для аппроксимации И1 и (> 
на каждом треугольнике используются линейные функции. 
Неизвестные значения (И!); и (Ue); получаются при нахож- 
дении максимума функционала (7.23) численным путем. 

В качестве примера с помощью принципа минимума и 
принципа максимума решалась задача, для которой гранич- 


Таблица 9 

Ν J G 

9 4.8872 4.8288 

16 4.8563 4.8382 

25 4.8416 
Точное ре- | 4.8462 
шение 

ц в середине квадрата 
М Принцип Принцип 
минимума максимума 

9 | 2.0268 2.0295 

25 2.0279 
Точное ре- 2.0281 


шение 
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ное условие получается из точного решения 


и = extylvz | : 


Численные результаты приведены в табл. 9. С дальнейшими 
деталями можно познакомиться в работе Фримана и Гриф- 
фитса (1976). 


(2) КРИТИЧЕСКАЯ ТЕМПЕРАТУРА ДЕТОНИРУЮЩЕГО СТЕРЖНЯ 


В этом примере полудискретная форма метода конечных 
элементов (разд. 6.3) применяется для определения критиче- 
ской температуры Oxpur твердого детонирующего стержня, 
‘один конец которого поддерживается холодным (0 = 01), 
а другой — горячим (9 = 60%). Критическая температура опре- 
деляется так, что при 9% < θκρητ мы со временем придем к ста- 
ционарному решению 0 < Oo на всем стержне, тогда как при 
4 > Oxpur в некоторой внутренней точке стержня со време- 
нем возникнет 09 > Oo, что и является признаком зажигания 
стержня. 

Уравнение, описывающее предшествующий зажиганию про- 
цесс, может быть записано в безразмерных единицах (Кук, 
1958) как 

2 
бе + Сер ("= у) ЕЕ 
где С иг являются константами; оно дополняется начальным 


условием 
0(х, 0)=0, (0<x<1) 


и граничными условиями 
0 (0, 2) = 6% 


9(1, 7) =60,, 


И 


где 09% > θι. | 
_ Задача сведется к системе нелинейных обыкновенных диф- 
ференциальных уравнений, если приближенное решение 
ищется в виде 


N+1 
9 (x, 2) = > а; (1) @; (x), 
где базисные функции ф; (= 0,1,..., V+ 1) определены на 


интервале [0,1] с помощью равномерного разбиения. Функ- 
ции %0 и ам! определяются граничными условиями, а αι({) 
(i=1,2,..., №) удовлетворяют системе уравнений 


Αια = — Аа - f(a), (7.24) 
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где ΑἹ и Ao есть положительно определенные матрицы, точка 
означает дифференцирование по времени, a f(@) есть нели- 
нейная векторная функция, компоненты которой имеют вид 


N+1 


1 =I 
i= Cexe(r—( at; (1) (0) a (j= 1,..., №). 


0 i=0 


Система (7.24) является жесткой, и при ее численном реше- 
нии необходимо проявлять осмотрительность. Она решалась 
с переменным по времени шагом методом, предложенным 
Т. Р. Гопкинсом, которому авторы признательны за предо- 
ставленные им численные результаты. 

В численном примере полагалось, что решение станет ста- 
ционарным, если 0(х, 10) < 6% для хе (0,1); напротив, если 
0(х, №} > 60% для некоторого хе (0,1) и некоторого t < 10, 
то считалось, что произошло зажигание. Критическая темпе- 
ратура находилась по методу деления отрезка пополам: если 
6) = 0, приводит к стационарному решению, a Oo = On (>0,) 
приводит к зажиганию, то вычисляется решение для Oo) = 


Таблица 10 
Линейные базисные функции 
0% 0.02440 0.03050 0.02745 0.02898 0.02821 0.02859 
Время со 0.90 со 4.74 со 6.04 
зажигания | 
0% 0.02840 0.02850 0.02855 0.02857 0.02858 
Bpema со со со со 6.5 { 
зажигания 
Габлица 11 
h 1/4 1/8 1/16 1/32 
cn ile -}-. ) 
Линейные: й = NI 0.02857 0.02843 0.02839. 
Квадратичные: й == = т 0.02837 0.02841 0.02838 
Эрмитовы 5 0.02822 0.02837 0.02837 


кубические: h = г 
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1 
Bee (0,+ 9) и θη или 0, заменяется этим новым значением 


00 в зависимости от того, приводит такое Oo к зажиганию или 
нет. 

В табл. 10 и 11 приведены численные результаты, получен- 
ные при решении этой задачи с различными значениями Ν 
для кусочно-линейных, кусочно-квадратичных и эрмитовых ку- 
сочно-кубических базисных функций. Во всех случаях 0, = 
— 0.0122, что примерно соответствует температуре 12°C, 
а бесконечное время зажигания означает то, что решение ста- 
новится стационарным. Кусочно-квадратичные базисные функ- 
ции изображены на рис. 33. 


(Е) ЗАДАЧИ О КОНВЕКЦИОННОЙ ПРОВОДИМОСТИ. 


На неадекватность многих стандартных конечноэлемент- 
ных методов в применении к задачам, содержащим как пер- 
вые, так и вторые производные искомой функции, впервые 
обратил внимание авторов О. Зенкевич. Это в особенности 
так, если коэффициенты при первых производных оказывают- 
ся сравнительно большими. Типичным примером такого рода 
служит задача о стационарном течении несжимаемой вязкой 
жидкости; здесь уравнение переноса завихрения в двумерном 
случае имеет вид 


aw , aw 1/ δω dw 
oe tary (4a +50, )=0, iS 


где & обозначает завихрение, и и Ὁ являются компонентами 
скорости, а ν есть коэффициент кинематической вязкости. Ко- 
эффициенты при первых производных в (7.25) по порядку 
величины эквивалентны числу Рейнольдса и поэтому прини- 
мают большие значения во многих практических задачах. 

Чтобы показать те трудности, с которыми приходится стал- 
киваться при численном решении уравнения (7.25), рассмот- 
рим одномерное модельное уравнение 


42% dw 

где А = ц/у положительно и предполагается постоянным. 
Разобьем интервал [0,1] на № равных частей длины h = 1/N 
точками x = (i=0, 1,..., №). В численных примерах ис- 
пользовались граничные условия 


1 (x=0), 
"=. в (7.27) 
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получающиеся из точного решения 


w (x) =f (7.28) 


Решение Галеркина W удовлетворяет системе уравнений 
(И.Ф) +k(W’, $,)=0 @(=1,2,..., М-1), (7.29) 
где. — 
| М | | 
W (x) = 2, И: (x) (7.30) 
и штрих означает дифференцирование по х. Если предполо- 


жить базисные функции $; кусочно-линейными, то (7.29) 
сведется к системе разностных уравнений 


(1-5) Wi 2, + (1+5 bh) We 1=0 (7.31) 
(@=1, 2,..., N—1). 


Эта система имеет точное решение 


+ kh 
-W,=Ait B,| —2-—|° @=0, Бы), 
1— 5 kh 


и поэтому при 


будут иметь место осцилляции. 
Теперь заменим (7.29) системой 


(W’, pi) +k(W’, p,) =0 ΚΞ. Be ts N—1), 


где W снова имеет вид (7.30) с теми же самыми кусочно-ли- 
нейными базисными функциями @;, а в качестве пробных 
функций wp; (ἰ--], 2,..., М — 1) взяты асимметричные ку- 
‚ сочно-линейные базисные функции, показанные на рис. 32. Ta- 
кие функции были предложены Д. Ф. Гриффитсом и имеют 
вид 


κε“ (1+4-i) αεἰς- ол, {-η)η]), 


a (x= [(i— nh, (+91), (7.32) 


| = (;- ~i) (x [G+ §)h, + 1)A)), 
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Рис. 32. 


где 0 = & п < Ти а есть тангенс угла наклона среднего зве- 
на со знаком минус. Асимметричные функции wi совпадают со 
стандартными кусочно-линейными базисными функциями φ; 
при & = =\ =0. Теперь коэффициенты аппроксимации 
(7.30) будут удовлетворять системе разностных уравнений 


[i — peal +5 —а)) И: — 
ο + ее -+Е@- 0), + 
ἘΠ seh(l+n(l+o)|Wi1=0 @=1,2,..., Ν--1), 


(7.33) 
имеющей точное решение 
Ги та +a) : 
У, = А. - В. Е ПЕ Еле 2062... Νὴ, 
|— — kh = — RAE (1 — а) | 
2 2 
(7.34 


_Разностные уравнения (7.33) имеют первый порядок точно- 
сти, если & = ци 


oa ЕТ 
ee: 
Если ввести еще обозначение 
2 
Aa - 
ый, 


то точное решение (7.34) перепишется в виде 


+ 1+ Akh | 
eee ee Е 
| 1 у bh Ай 
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Следовательно, в конечноэлементном решении не будет ос- 
цилляций, если 


(I) AD>1 
ИЛИ 


(II) -w< A<l и < Е. 


Отметим, что три стандартные конёчноразностные аппрокси- 
мации уравнения (7.26) получаются в следующих случаях: 


(I) Α--ἰ (разность назад), 
(II) Α--0 (центральная разность), 
(Ш) А=р— 1 (разность вперед). 


При А =O получаются уравнения Галеркина (7.31); только 
они имеют второй порядок точности. 

Наконец, мы получим решение Галеркина, используя ку- 
сочные квадратичные базисные функции, показанные на 
рис. 33. После проведения соответствующих выкладок полу- 
чаются разностные уравнения 


(1— ΣΕ) Wisi —4(2 — > kh) Wisie+ 14; -- 


—4(2 +5 kh) Wi-te+ (1 + x hh) Vi-1= 


| (ἰ--1,2,.-....Ν--ῃ 
в целых узлах и 


(4 — ЕВ); — 812 (4-2 И: 1=0 @(=1,2,..., №) 


в полуцелых узлах. После исключения неизвестных в полуце-_ 
лых узлах получим систему разностных уравнений 


(1—5 skh +75 Rh) Win (2+5?) Wit 
+(1+5 kh + <> Rh?) W,_1=0 ЧЕМ) 


имеющую точное решение 
i 1 24,2 : 
Г > kh + iz k*h 


cae. | pape 
1—5 kh+—5 #28 


У, = Аз- Bs 
Это решение свободно от осцилляций при любых значениях 
huk. 

Численные результаты приведены в табл. 12, где сравни- 
ваются конечноэлементные решения, полученные для линей- 
ных и квадратичных базисных функций. Для линейных функ- 
ций были выбраны два случая, а именно А = 0 (центральные 
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Рис. 33. 


разности) и А =1 (разности назад). Осцилляции видны в слу- 
чае центральных разностей при Ah = 1/20. Не вызывает сом- 
‚ нения то, что для этой частной задачи можно получить луч- 
шую точность при том же объеме вычислений, уменьшая раз- 
меры элементов с приближением к правой границе. Однако 
в тех случаях, когда форма ответа не известна заранее, не- 
равномерные сетки редко используются на первой стадии ра- 
боты над задачей. Дальнейшие подробности по этому вопросу 
можно найти у Кристи (1975). 


(Е) СингулярНныЕ ИЗОПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ ЭЛЕМЕНТЫ 


В разд. 4.6 было показано, что необходимо соблюдать 
осторожность при выборе узлов на изопараметрических эле- 
ментах, чтобы нигде на элементе якобиан не обращался в 
нуль. Однако бывают такие ситуации, при которых обраще- 
ние якобиана в нуль в отдельной точке может быть полезным. 
В этом разделе мы рассмотрим вкратце один случай примене- 
ния таких изопараметрических элементов. 

Если функция и(х, у) удовлетворяет уравнению 

д?и д?и 
ae tag =9 


в области R, το в окрестности угловой точки границы OR ona 
может быть представлена в виде 


НЕ > y ri! sin (2) (7.35) 
1—1 
при некоторых постоянных 9) (]=1, ...), где ал есть вели- 


чина угла, внутри которого лежит КЮ, a (г,0) есть полярные 
координаты с началом в вершине угла. Отсюда следует, что 
вблизи вершины врезающегося в область угла (@ > 1) про- 
изводные главного члена в (7.35) неограниченно возрастают 
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Таблица 12 
(Е = 60) 
h=1/20 
Todnoe Решение an Решение для . μος io для 
азности ΚΒ ТИЧН 
= ΒΘΗΕΡΈΗΕ nar ‘ πας | oyu 
0.90 0.9975 - 0.9600 0.9375 0.9941 
0.95 0.9502 1.2000 0.7500 0.9231 
1.00 0 0 0 0 
h = 1/40 
Решение для Решение для Решение для 
Τ 
о ΠΕΡΡΗδ τ п 
0.90 0.9975 0.9996 0.9744 0.9974 
0.925 0.9889 0.9971 0.9360 0.9885 
0.95 0.9502 0.9796 0.8400 0.9490 
0.975 0.7769 0.8571 0.6000 0.7742 
1.00 0 0 0 0 


при стремлении г к нулю. Следующие две ситуации имеют 
очень много общего: когда a = 2, т.е. область имеет разрез 
или трещину, и когда a = 3/ь, т.е. область имеет прямоуголь- 
ную «вмятину». Тогда главные члены разложения становятся 
пропорциональными ΓΗ и /2/3 соответственно. Одна.из основ- 
ных причин непригодности многих стандартных численных ме- 
тодов для решения таких задач состоит в том, что эти функ- 
ции нельзя с достаточной точностью приблизить полиномами 
(πο τ). 

Теперь мы приведем два примера таких изопараметриче- 
ских элементов, которые позволяют обойти эту трудность при 
условии, что угловая точка области является вершиной эле- 
мента, в котором другие узлы выбраны специальным образом. 


(1) Для приближения r'/? могут быть использованы квад- 
ратичные элементы. Если => (th +4), ts = (38-5) И 


— (3t,4-7¢,) (см. рис. 17), то изопараметрическое преобра- 
зование примет вид 
Еее тЯ (=, y), 


и линейные по ри g функции будут иметь нужное поведение 
вида /!/2, где г есть расстояние до вершины Ρα. Например, 
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вдоль ΡιΡα (9 =0) 
1 (х — x3)? + (у — ys)? = (1 — χο} + (41 р, 
и поэтому р А γή; Якобиан этого преобразования можно 
представить в виде 
2C 123 (р + 9)’; 


и поэтому он обращается в нуль только в точке Рз (р = д = 
=0). 


(2) Для приближения /2/ в окрестности узла Рз могут 
быть использованы кубические элементы. Если узлы распо- 
ложены правильно, то изопараметрическое преобразование 
примет вид 


t—t3=((¢t, —t3)p + 6-9 (po +9)? (=>, 9). 


По аналогии с предыдущим случаем можно убедиться, что 
линейные по риа функции ведут себя как 7!/3, так что квад- 
ратичные функции будут иметь нужное поведение вида £2/3, 
Теперь якобиан преобразования запишется в виде 


ЗС 123 (p + 4)*, 


и обратится в нуль только при р = д == 0. 

Дополнительные подробности о сингулярных изопарамет- 
рических элементах, иллюстрацию их эффективности при про- 
ведении практических вычислений и обобщения такого под- 
хода на различные особенности и на случаи более высоких 
размерностей можно найти в работе Уэйта (1976). 
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Годунов С. К. Уравнения математической физики. — М.: Наука, 1971. 

Соболев С. Л. Уравнения математической физики. — Μ.: Наука, 1966. 

Тихонов А. Н., Самарский А. А. Уравнения математической физики. — 
М.: Наука, 1966. ᾿ x 

2. Следующие работы посвящены в основном теоретическим аспектам 
метода конечных элементов: 

Деклу Ж. Метод конечных элементов. Пер. с франц. — М.: Мир, 1976. 

Корнеев В. Г. Схемы метода конечных элементов высоких порядков 
точности. — Л., — Издательство ЛГУ, 1977 | 

Оганесян Л. А., Ривкинд В. Я., Руховец Л. А. Вариационно-ранзост- 
ные методы решения эллиптических уравнений. В сб. «Дифференциальные 
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уравнения и их приложения». -- Вильнюс: (часть | в вып, 5, 1973, часть 2 
в вып. 8, 1974). 

Сьярле Р. Метод конечных элементов для эллиптических задач. Пер. с 
‘франц. — М.: Мир, 1980. 

3. Следующие работы ориентированы на конкретные приложения: 

Квитка А. Л., Ворошко П. Π., Бобрицкая С. Д. Напряженно-деформи- 
рованное состояние тел вращения. — Киев: Наукова думка, 1977. 

Коннор Дж., Бреббиа К. Метод конечных элементов в механике жид- 
кости. Пер. с англ. — М.: Судостроение, 1979. 

Методы расчета стержневых систем, пластин и оболочек с использо- 
ванием ЭЦВМ, ч. 1, 2. C6. под ред. А. Ф. Смирнова. — М.: Стройиздат, 
1976. 


Постнов В. А., Хархурим И. Я. Метод конечных элементов в расчетах 
судовых конструкций. — М.: Судостроение, 1974. 

Постнов В. А. Численные расчеты судовых конструкций. — Л.: Судо- 
строение, 1977. 

Розин Л. А. Основы метода конечных элементов в теории упругости. — 
Л.: Издательство ЛПИ, 1972. 

Розин Л. А. Метод конечных элементов в применении к упругим си- 
стемам. — М.: Стройиздат, 1977. | 

Синицын А. Н. Метод конечных элементов в динамике сооружений. — 
М.: Стройиздат, 1978. 

Слесарев И. С., Сиротин А. М. Вариационно-разностные схемы в тео- 
рии переноса нейтронов. — М.: Атомиздат, 1978. 

4. Более подробное изложение вариационных принципов механики и 
их связи с методом конечных элементов можно найти в упомянутой выше 
книге В. А. Постнова, а также в книге 

Абовский Н. П., Андреев Н. Т., Деруга А. П. Вариационные принципы 
теории упругости и теории оболочек. — М.: Наука, 1978. 

5. В книге почти не затронуты вопросы о численных методах реше- 
ния получаемых линейных систем. Представление об этих методах можно 
получить по следующим работам: 

Дафф И. С. Обзор исследований по разреженным матрицам. ТИИЭР, 
τ. 65, №4, 1977. 

Самарский А. А., Николаев Е. С. Методы решения сеточных урав- 
нений. — М.: Наука, 1978. 

Тьюарсон Р. Разреженные матрицы. Пер. с англ. — М.: Мир, 1977. 

6. В третьей и шестой главах книги описывается метод переменных 
направлений Галеркина. Это отражает тот факт, что и в рамках метода 
конечных элементов стоит проблема создания экономичных схем. Большой 
материал по построению различных схем расщепления можно найти в сле- 
дующих работах: | 

Марчук Г. И. Методы вычислительной — математики. — Μ.: Наука, 
1977. | 

Самарский А. А. Теория разностных схем. — М.: Наука, 1977. 

Яненко Н. Н. Метод дробных шагов решения многомерных задач ма- 
тематической физики. — Новосибирск, 1967. 

7. Следующие сборники статей дают некоторое представление о том, 
над чем работают советские специалисты, использующие метод конечных 
элементов: 


Вариационно-разностные методы в математической физике. Сборник 
научных трудов. — Новосибирск: ВЦ СО АН СССР, 1974. 
Вариационно-разностные методы в математической физике. Материалы 
Всесоюзной конференции. — Новосибирск: ВЦ СО АН СССР, 1978. 
‚  Вариационно-разностные методы решения задач математической фи- 
τ, Труды 2-го Всесоюзного семинара. — Новосибирск: ВЦ СО АН СССР, 
1976. 
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Метод конечных элементов в строительной механике. — Горький: Из- 
дательство ГГУ, 1975. 

Разностные и вариационно-разностные методы. Труды семинара «Ме- 
тоды вычислительной и прикладной математики», вып. 2. — Новосибирск: 
ВЦ СО AH CCCP, 1977. | 

8. Замечания об истории возникновения и развития метода конечных 
элементов можно найти в указанной выше книге А. Н. Синицына, а также 
в обзорной статье: 

Зенкевич О. Метод конечных элементов: от интуиции к общности. Ме- 
ханика (сб. переводов), № 6, 1970. 
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